


ده سال پیش در یکی از دانشگاه های آمریکا، آزمایشی بسیار جالب و تاریخی انجام شد. در این 
آزمایش یک آکواریوم بسیار بزرگ ساختند و با قراردادن یک دیوار شیشه ای در وسط آکواریوم،  
آن را به دو بخش تقس��یم کردند. در یک بخش از آن یک ماهی گوش��تخوار بزرگ و در بخش 
دیگر آن ماهی های کوچکی را قرار دادند که غذای ماهی گوشتخوار محسوب می شوند. ماهی 
گوش��تخوار بزرگ بارها و بارها به س��وی ماهی های کوچک حمله می ک��رد ولی هر بار با دیوار 

شیشه ای نامرئی برخورد می کرد و به غذای مورد علاقه اش نمی رسید و ... . 
پس از چند روز تلاش، ماهی شکارچی دیگر به سمت ماهی های کوچک حمله نمی کرد و 

باور کرده بود که رفتن به آن سوی آکواریوم، محال و غیرممکن است. 
اما در پایان آزمایش، روانشناس��ان دیوار شیشه ای نامرئی را برداشتند و نکته جالب این بود 

که ماهی بزرگ، دیگر به سمت ماهی های کوچک حمله نکرد و ... . آیا می دانید چرا ؟ 
بله اگرچه دیوار شیش��ه ای دیگر وجود نداش��ت، اما ماهی بزرگ در ذهنش دیواری ساخته 
بود که از دیوار واقعی سخت تر و بلندتر بود؛ دیوار بلند باور، باوری از جنس محدودیت، 
باوری از جنس ناتوانی. ا گر ما در میان اعتقادات و باورهای خودمان جستجو کنیم، بی تردید 
دیوارهای شیشه ای بلند و سختی را خواهیم یافت که نتیجه مشاهدات و تجربیات ماست و 
بسیاری از آنها وجود خارجی ندارد. نمونه ای بارز از این موضوع، باور ا کثر دانشجویان به 
س��خت بودن درس ریاضی )2( در کنکور کارشناسی ارشد است. ما در این کتاب، تصمیم 
گرفته ای��م که به ش��ما عزیزان ثاب��ت کنیم که این درس اولًا بس��یار قابل فهم و منظم اس��ت 
 و ثانیاً پتانس��یل بس��یار بالایی برای کس��ب درصدهای خوب و تغییر در سرنوش��ت آزمون 
کارشناس��ی ارش��د ش��ما را دارد. به همین منظور با دیدگاهی جدید به این درس پرداخته و 
بهترین، مطمئن ترین و جذاب ترین منبع را برای ش��ما عزیزان تولید کرده ایم. با اطمینان به 
شما قول می دهیم که با مطالعه کتاب ریاضی )2(، اولًا از یادگیری آن لذت می برید و ثانیاً با 

کمترین زمان، بهترین نتیجه ممکن را در آن کسب می کنید. 
نگاه منفی بس��یاری از دانش��جویان به ریاضی )2(، به دلیل برخورد با مس��ائل سه بعدی در 
این درس می باش��د. در این کتاب که در حدود یک س��ال نگارش آن زمان برده اس��ت، با 
عش��ق و علاق��ه کلیه مراج��ع و منابع جدید ای��ن درس را  که در بهترین دانش��گاه های دنیا 
 تدریس می شوند، در کنار تجربیات خود قرار دادیم و تلاش کرد یم تا نشان دهیم که مفاهیم 
ریاضی )2( در صورت بیان درس��ت، بسیار قابل درک و جذاب می باشند. برای استفاده هر 

چه بهتر از این کتاب، به موارد بیان شده توجه کنید: 
        در اولین قدم برای بهتر شدن روند یادگیری شما عزیزان، هر فصل را به چند قسمت 
کوچکتر تقسیم کرده ایم تا هم تفکیک مطالب در ذهن شما بهتر انجام شود و هم از مطالعه 
یک فصل طولانی خس��ته نش��وید. همچنین به عنوان یک پیش��نهاد در هر بار مطالعه، یک 

قسمت از هر فصل را به خوبی بخوانید. 

ءمقدمه و راهنمای مطالعه اين کتاب: 
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        برای چیدمان تمرین ها ساعت ها فکر کرده ایم و تمرین ها را با یک روند آموزشی بسیار 
منظ��م آورده ایم. همچنین در لابه لای تمرین ها مطالبی از قبیل کمی خلاقیت، کمی دقت و 

... گنجانده ایم تا شما را به ریاضی علاقه مندتر کنیم. 
        در دومی��ن ق��دم، پ��س از مطالعه دقیق درس��نامه های هر فصل، بخش��ی تحت عنوان 
افزای��ش مهارت و تس��لط بیش��تر را در کتاب ق��رار دادیم که با مطالعه دقی��ق آن، به جرأت 
می توان گفت هیچ تست استانداردی باقی نمی ماند که ایده اصلی آن برای شما آشنا نباشد. 
         در ق��دم بع��د بخش جذاب توصیه نام��ه را در کتاب قرار داده ایم تا بعد از مطالعه کامل 

هر فصل، یک بار دیگر نکات مهم و کاربردی آن را با هم مرور کنیم. 
         ا گ��ر م��وارد ف��وق را به خوب��ی انج��ام دهی��د، قادر خواهی��د بود ک��ه خودآزمایی های 
 هر فصل را خودتان حل کنید. پاس��خ تش��ریحی این خودآزمایی ها را می توانید در س��ایت

www.serieomomi.ir مشاهده نمایید. 
        هدفمان این اس��ت که با ارائه برنامه هفتگی مطالعه کتاب، پرس��ش و پاسخ و همچنین 
گرفت��ن آزمون ماهانه در س��ایت www.serieomomi.ir به نوع��ی بزرگترین کلاس درس 

ریاضی را تشکیل داده و تا رسیدن به سطح عالی با شما همراه باشیم. 
         تجربه نشان داده است، کسانی که ریاضی را با این شیوه نوین یاد می گیرند، قادر خواهند 
بود آن را با کیفیت خوبی تدریس کنند. از اینرو صمیمانه از شما تقاضا داریم بعد از مطالعه این 
کتاب، مباحث جدیدی که یاد گرفته اید را به دوستان خود نیز بیاموزید تا این مفاهیم در سراسر 

این مرز و بوم، حتی دورترین و محروم ترین نقاط کشور نیز انتشار یابد. 
 در ای��ن قس��مت ابت��دا از خانواده ه��ای صبورم��ان ک��ه در تمام��ی مراحل تهی��ه  این کتاب 
پ��ا به پای ما، فش��ار این کار را تحمل کردند، نهایت تش��کر و قدردان��ی را داریم. در ادامه 
از دوس��ت ارجمن��د، دکتر محم��د آهنگر که در لحظه لحظ��ه تألیف این کت��اب ما را یاری 
 ک��رده و از نظرات ارزشمندش��ان به��ره بردیم، تش��کر می کنیم. لازم اس��ت از جناب آقای
دکتر ش��ریفیان مدیریت محترم انتش��ارات، که تمام امکانات لازم جهت هر چه با کیفیت تر 
شدن این پروژه را در اختیار ما گذاشته اند و همچنین از ویراستار علمی این اثر، جناب آقای 
دکتر مجید فرقانی که اینک در خارج از مرزهای کشور عزیزمان ایران به سر برده و مشغول 

افتخارآفرینی هستند، نهایت تشکر و قدردانی را داشته باشیم. 
علیرغ��م تلاش های فراوانی که برای بازبینی این کتاب ش��ده اس��ت، وجود اش��کال در آن 
غیرممک��ن نبوده و از اس��اتید گرانقدر و دانش��جویان عزیز تقاضا می ش��ود، پیش��نهادات و 

انتقادات خود را از طریق سایت www.serieomomi.ir مطرح نمایند. 

                                                      محمد صادق معتقدی - مسعود مهدیان - عباس تاجیک 
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بردارها و نحوة نوشتن معادلات خط و صفحه در فضا آشنا می شویم و نکات موجود در آنها 

را به طور کامل مورد بحث و بررسی قرار می دهیم. 
برای درک بهتر، مطالب فصل مقدماتی مطابق نمودار درختی زیر ارائه می شود: 

فصل مقد ما تی :
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ماتريس، بردار، خط و صفحه : فصل مقدماتي  9

تريس
*

هاي روي قطـر اصـلي يـك مـاتريس مربعـي را تـريس مـاتريس                    مجموع درايه  :ماتريس) اثر يا رد   ( 

  : داريم Bو  Aهاي طور مثال در ماتريس به. نامند مي

  (( ) , ( )) ( )Tr A Tr B3 2 4 3 1 1 2        

صـفر  آن  ماتريس بجز عناصر روي قطـر اصـلي   هاي  همه درايه،Aكنيد در ماتريس همانطور كه مشاهده مي   

  .گويند ميماتريس قطري هايي،    به چنين ماتريس.است

ايـن  بـه  . باشـند   مـي ها صفر هاي قطر اصلي برابر با يك بوده و ساير درايه  همه درايهC و Bهاي  در ماتريس 

  .دهند  نمايش ميI آنرا با  ودگوين مي) هماني يا يكه(ماتريس واحد ، ها دسته از ماتريس

2 كه يك ماتريس واحد    Bماتريس I است را با   2 2 2
I يا 

2
I را بـا C و بـه صـورت مـشابه مـاتريس         3 3

 

يا
3
I و در حالت كلي، يك ماتريس n nرا با 

n n
I يا 

n
Iهندد  نمايش مي.  

صفر  زير قطر اصلي  كنيد در اين ماتريس تمام عناصر         همانطور كه مشاهده مي   .  را در نظر بگيريد    Dماتريس

  .نامند ميهاي بالا مثلثي  ماتريسهايي را  ماتريس چنين. است

بـالاي قطـر اصـلي      كنيد در اين ماتريس تمام عناصر         همانطور كه مشاهده مي   .  را در نظر بگيريد    Eماتريس

  .نامند ميهاي پايين مثلثي  ماتريسهايي را  چنين ماتريس. صفر است

���� ���	
  ���
����� ��  

جمـع، تفريـق و ضـرب در فـضاي          انجام عمـل    خواهيم نحوة     ، در ادامه مي      ماتريس ةبعد از آشنايي با مفاهيم اولي     

  . ياد دهيمماتريسي را به شما عزيزان

��� � ��� ��  

 را نيز بـه سـادگي بـا هـم جمـع و              ي مشابه ها  كرديم، ماتريس   همانطور كه اعداد را با هم جمع و يا از هم كم مي            

  :  زير توجه كنيدةبراي درك اين موضوع به دو مثال ساد. كنيم تفريق مي

  

( )

( )

 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥    ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥    ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 3 4

2 3 2 3 5 2

5 6 5 6

3 1 3 1

2 1 2 7 71

3 41 2 1 2 4 6

  

  

( )

( )

  ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥    ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥    ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

 

  ⎦3 4

2 3 2 3 1 4

5 6 5 6

3 1 3 1

2 1 2 3 51

3 41 2 1 2 2 2

  

 ������� ������ �� 
���  

)كرديم  همانطور كه به ياد داريد اعداد را به سادگي در هم ضرب مي             ) 2 2 اما ضرب دو ماتريس به سـادگي       . 4

براي يادگيري اين موضوع، ضرب دو ماتريس زير را در نظر بگيريد و فرض كنيـد كـه حاصـل    . ضرب اعداد نيست  

  :  شده استCآن ماتريسي مانند 

Cماتريس   






⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎦
⎣ ⎦

3

2

2

3

3 1 2

2

0

1 1
1

2

3

3

2

  

                                                                                                                             

* Trace 

 Aماتريس

 Bماتريس
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Cمؤلفهحال فرض كنيد كه     
12

، ايـن مؤلفـه   براي محاسبة   . را از ما بپرسند   ) Cسطر اول و ستون دوم از ماتريس         (

  : كنيم هاي زير را طي مي گام

  . كنيم  را انتخاب ميBماتريسز ا و ستون دوم Aماتريساز سطر اول : گام اول

بـا  . كنيم  را با هم جمع مي آنها هاي نظير به نظير آنها را در هم ضرب كرده و در نهايت حاصلضرب          درايه :گام دوم 

C حاصل ،اين كار
12

  :آيد دست مي  به

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )C

⎡ ⎤
⎢ ⎥  ⎢ ⎥
⎢ ⎥

      ⎡ ⎤⎣
⎣ ⎦

⎦21
3 1 2 3

0

1 0 1 3

3

1 2 5  

  

 ةخـواهيم چنـد نتيج ـ      مـي داد،    را به ما ياد مـي      Cهاي ماتريس     درايهيكي از   كه شيوة محاسبة    ند ساده فوق    از رو 

  :بگيريمياد را كاربردي و مفيد 

هـاي    سـه درايـه و در هـر يـك از سـتون        Aهمانطور كه مشاهده كرديد در هر يـك از سـطرهاي مـاتريس            

 : نيز سه درايه موجود استBماتريس

 
⎡ ⎤

⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

2 0
3 1 2

1 1
2 1 3

2 3

  

  

  .پذير خواهد بود امكانسطر در ستون حاصلضرب نظير به نظير با رخ دادن اين اتفاق، 

 B و Aدر حالـت كلـي اگـر بخـواهيم بـراي دو مـاتريس              عنوان يك نكتة اساسي به خاطر بـسپاريد كـه           به

Aحاصلضرب B       هـاي مـاتريس      را تعريف كنيم، بايد تعداد سـتونA)   بـا تعـداد سـطرهاي      ) مـاتريس اول

  : ه دو مثال زير توجه كنيدباين دو موضوع براي درك بهتر . برابر باشند) ماتريس دوم (Bماتريس

  )  پذير است ضرب امكان(






⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦2 3

3 4

3 1 2 4
1 2 1

2 1 3 5
2 3 4

3 2 1 0

  

  

    ) نيست پذير ضرب امكان(

 


⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥  ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 2 33

1 2 3 2 1 0

1 1 0 0 0 1
  

Aدو ماتريس : 1 تمرين



⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 3 2

2 1

3 0

2 1

B و



⎡ ⎤
 ⎢ ⎥
⎣ ⎦ 2 3

0

3 3 1

2 1
 .  را در نظر بگيريد

                    . را بيابيدBAو ABهاي ماتريس) 1

2(( )Tr AB و ( )Tr BAرا بيابيد .  

 Aماتريسسطر اول 

 Bستون دوم ماتريس

Cوم ماتريسعنصر واقع بر سطر اول و ستون د A B  

 Aماتريس

 Bماتريس





 A سطرهاي

 Bهاي ستون
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  :حل

Aشايد فكر كنيد كه   ) 1 B و B A    كنـيم     ابتـدا سـعي مـي      براي پاسخ به اين سـؤال در      ! چه تفاوتي با هم دارند

Aكه Bو B Aرا به صورت جداگانه بدست آوريم  :  

  
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

A B 

    ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥     ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥     ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 1 2 3 1 2 6 3 4 6 3
3 3 1

3 0 3 3 0 2 9 3 9 9 3
2 0 1

2 1 2 3 1 2 6 3 4 6 3

  

  
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
B A 

⎡ ⎤
      ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥  ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥     ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

4

2 1
3 3 1 3 2 3 3 1 2 17 4

3 0
2 0 1 2 2 0 3 1 2 1 2 1

2 1

  

  :داريم) 1(به ياد داريم تريس ماتريس، مجموع عناصر روي قطر اصلي ماتريس بوده و از قسمت ) 2

  ,( ) ( ) ( )Tr AB Tr BA        4 9 3 16 17 1 16  

تـوان نـشان     لزوماً يكسان نيست و از سوي ديگر مـي BA و  ABتوان گفت كه ماتريس        در حالت كلي مي    :دقـت  

  . تريس آنها با هم برابر است،  BA و ABداد در صورت مربعي بودن 

������ �	
��� �
�� ��  

)رسـانديم   داد را چگونه به توان مي     حتماً به ياد داريد كه در اعداد حقيقي، اع         )  3
5 5 55 مـشابه ايـن    . 125

  :كنيم براي اين منظور به صورت زير عمل مي. پذير است به سادگي امكاننيز هاي مربعي  عمل در ماتريس

  A A A2  

  A A A3 2  

  A A A4 A يا 3 A A4 3  

  .دهيم تر مورد بررسي قرار مي در ادامه با حل چند تمرين، مفاهيم اين قسمت را بيش

A اگر  : 2 تمرين

⎡ ⎤
⎢ ⎥  ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1 3

1 2 1

3 0 2

A باشد، مجموع عناصر واقع بر ستون دوم ماتريس    
 )74 -عمران (   كدام است؟ 2

1( 8  2 (10  3 (12  4 (16  

A بـراي رسـيدن بـه   توان فهميد كـه  سادگي مي اگر دقت كنيد به   .با يك تمرين آموزشي روبرو هستيم      :حـل  
2، 

از طرفـي در ضـرب دو مـاتريس، سـطرهاي مـاتريس اول و               .  را در خـودش ضـرب كنـيم        Aكافي است ماتريس  

Aستون دوم ماتريس  توان گفت      مي ندشو  هاي ماتريس دوم انتخاب مي      ستون
، نتيجه ضرب سـطرهاي مـاتريس       2

A  در ستون دوم ماتريسA خواهد بود و داريم:  
  

  A A A 

 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥         ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥   ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2
1 4

0 0

2 1 3 2 1 3 2 2 0

1 2 1 1 2 1 0

3 2 3 2 3 0 0

� �

� �

� �

  

Aدر نهايت خواسته مسئله، مجموع عناصر ستون دوم ماتريس
  : ت با بوده كه برابر اس2

)     2گزينة (    4 3 3   مجموع عناصر ستون دوم: 10
  

Aماتريس Aماتريس Aماتريس
2



  

  

 

 )2(رياضيات عمومي  12

  

 �������	)�
�������
 �� �������	 (���	��  

.  ماتريس اصلي نام دارد    ةها نياز به ماتريسي داريم كه ترانهاد        گاهي از اوقات در فرآيندهاي جبري بر روي ماتريس        

بـه عنـوان مثـال      . هاي ماتريس را عوض كنيم      فيست جاي سطرها و ستون     كا ،براي محاسبه ترانهاده يك ماتريس    

  : نويسيم  را به صورت زير ميAترانهادة ماتريس

  

  'A

⎡ ⎤
⎢ ⎥

 ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

43

31

1

T   يا  
A  يا  t

A A
⎡ ⎤

 ⇒⎢ ⎥
⎣ ⎦1 3 4

2 1 3
  

A���  ���	�� ������	�  

است وابسته به آن مـاتريس كـه در بـسياري از محاسـبات رياضـي كـاربرد                   عدديدترمينان يك ماتريس مربعي     

2از دبيرستان به ياد داريم كه براي يك ماتريس       . مستقيم دارد   سادگي به صورت زير بـه دسـت    دترمينان به،2

  :دآم  مي

( ) | |
a b

A det A A ad bc
c d

   
⎡ ⎤

⇒⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

Aاگر : 3 تمرين 
 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1

3 1
B و 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 1

2 1
T  باشند، آنگاه حاصل دترمينان T

A Bاست؟   كدام 

  :  بنابراين داريمهاي آن ماتريس را جابجا كنيم، تونماتريس، بايد سطرها و سيك ده ابراي رسيدن به ترانه :حل 

  

T T
A B

 
   

 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 3 0 2 2 5

1 1 1 1 0 2

  

2 دترمينان ماتريسحال هرابط طبق 2
a b

ad bc
c d

 برابر است با  :  

  ( )( ) ( )( )


     


2 5
2 2 5 0 4

0 2

  

2شرط لازم و كافي براي اين كه ماتريس مربعي        : 4 تمرين 2
Aدر تساوي ( )det I A det A  1   صدق كنـد، ايـن 

 )84 - ياضير(         :است كه

1(Tr A 0  2(Tr A  1  3(Tr A 1  4(Tr A det A  

Aيك ماتريس :حل  2 2
  :گيريم  را به صورت كلي زير در نظر مي  و دترمينان آن

  
a b

A det A ad bc
c d

  
⎡ ⎤

⇒⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

)ل براي رسيدن بهحا )det I Aابتدا I Aآوريم  را به دست مي :  

A، 2چون ( 2 راI است، ماتريس  2   ) ايم  انتخاب كرده2
a b a b

I A
c d c d


   



⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

1 0 1

10 1

  

)  :و دترمينان آن برابر است با ) ( )( )det I A a d bc    1 1  

 دوم ماتريسستون

ستون اول ماتريس
سطر اول ماتريس

 سطر دوم ماتريس
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  :صورت زير است گرديم، خواسته مسئله به حال به صورت مسئله برمي
  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )det I A det I det A a d bc ad bc        ⇒ 1 1 1  
  ad a d bc ad bc a d        ⇒ ⇒1 1 0  

aو چون  d      بيانگر جمع عناصر قطر اصلي ماتريس A)  تريس ماتريسA ( باشـد، بنـابراين بـراي برقـراري          مـي
Trتساوي فوق بايد A 0صحيح است) 1(و در نتيجه گزينة   باشد.  

3هاي مربعـي     ماتريس برايست كه    ا حال سؤال آن   3  ،4 ايـن  . دسـت آوريـم   دترمينـان را چگونـه بايـد ب       ...  و   4

  . را با دو تعريف ساده آشنا كنيمقبل از شروع به بررسي اين موضوع، بايد شما. كنيم بررسي ميادامه موضوع را در 

�������	i j
����� �� 	�
� ����� ij( )  

iبراي محاسبه دترمينان   j ين كهاد يك ماتريس مانند       اُمA  ،   سـطر كه  كافي استi   اُم و سـتونj    اُم مـاتريس را

i به اين دترمينان،ان بگيريدمانده دترمين  عناصر باقي حاصل از    ماتريس   حذف كرده و از    jبـه مثـال   . وينـد گ  مي

  :ساده زير توجه كنيد

  ( )( ) ( )( )A 


    

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⇒⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

23
4 5

2 1 3

2 1

3 2 2 1 3 1

3 2

3 2 1

  

i j ������ ����� )�������� ( 
�����A�� ijN  

iبراي تشكيل  j   اُمين همسازه ماتريس A) يعنيi jN (  در گام اولi j)        دترمينان حاصـل از حـذف سـطرi  اُم و

)را حساب كرده و آنرا در) امjُستون )i j1به بيان رياضي. كنيم  ضرب مي( )i j
ij i jN  1است .  

iاُم را معمولاً با   jاُم و ستون  iعنصر واقع بر سطر   Aدر ماتريس  :تـذکر  ja           و همسازه مربوط به اين عنـصر را بـا

i jNيا i jAدهند  نمايش مي.   

  .كنيم  تمرين اين بحث را دنبال مييكدر ادامه با حل 

)كوفاكتور  : 5 تمرين )cofactor عنصر a
23

Aماتريس در   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 )92 - پليمر(      كدام است؟ 

1(36  2(6  3(6  4(36  

  :كنيم براي يافتن كوفاكتور ابتدا دترمينان كهاد را پيدا مي :حل 

  ( )( ) ( )( )      
23

1 2 3

1 2
4 5 6 1 8 2 7 6

7 8
7 8 9

  

  

) اين عدد دربحال با ضر )
 2 3

a عنصر به كوفاكتور1
23

  : بنابراين داريم. رسيم  مي

) )3گزينة (   ) ( )N         2 3

23 23 23
1 6 6  

3در ادامه نحوة محاسبة دترمينان يك ماتريس       پـس از آن    تر،  عزيزان ياد داده و براي تـسلط بيـش         را به شما     3
  .دهيم چند تمرين را مورد بررسي قرار مي

  

حذف سطر دوم و ستون سوم

اصل از حذف سطر دوم و ستون سومدترمينان ح

( )det A

( )det I A
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�������	��
� �
3 3  

  : ماتريس زير را در نظر بگيريد

  

a a a

A a a a

a a a



⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

11 12 13

21 22 23

31 32 33

  

  : هاي زير را طي كنيم  به روش بسط بايد گامماتريسبراي محاسبه دترمينان اين 

  .كنيم ها را به دلخواه انتخاب مي يكي از سطرها و يا يكي از ستون :گام اول

  .آوريم بوط به تك تك عناصر روي سطر يا ستون انتخاب شده را بدست ميرمهمسازه : دومگام 

ش ضرب كرده و  ب شده را در همسازه مربوط به خود       اصر روي سطر يا ستون دلخواه انتخا       هر يك از عن    :سومگام  

  : به عنوان نمونه در ماتريس فوق براي محاسبه دترمينان داريم. كنيم ها را با هم جمع مي حاصلضرب

  | |A a N a N a N 
11 11 12 12 13 13

  

  | |A a N a N a N 
12 12 22 22 32 32

  

A ماتريس   مقدار دترمينان   : 6  تمرين 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2 3

2 1 3

3 1 2

 )79  آزاد-عمران (   كدام است؟ 

1(6  2(8  3(12  4(0  

3براي محاسبه دترمينان يك ماتريس :حل    : كنيم هاي زير را طي مي  گامA مانند3

  ).در اين تمرين سطر اول انتخاب شده است(كنيم  يك سطر و يا يك ستون دلخواه را انتخاب مي: گام اول

  :آوريم روي سطر اول را بدست ميهمسازه مربوط به تك تك عناصر : گام دوم
  

  : ( )N N        ⇒
1 1

11 11 11
1

1 3

2 3 1 1

1 2

   همسازه عنصر سطر اول و ستون اول

  

  : ( ) ( )N N        ⇒
1 2

12 12 12
1

2 3
4 9 5 5

3 2

   همسازه عنصر سطر اول و ستون دوم

  

  : ( )N N        ⇒
1 3

13 13 13
1

2 1
2 3 1 1

3 1

   همسازه عنصر سطر اول و ستون سوم

هـا را بـا هـم     در همسازه مربوط به خودش ضرب كرده و حاصلـضرب تك تك عناصر روي سطر اول را  : ومسگام  

  : بنابراين داريم. كنيم جمع مي
  

    

|)     1گزينة (   | ( )( ) ( )( ) ( )( )A a N a N a N        
11 11 12 12 13 13

1 1 2 5 3 1 6  

  

��� ��� �	 
��
 ��	

��� ���� �	 
��
 ��	

درايه واقع بر سطر اول و ستون اول

همسازه مربوط به سطر اول و ستون اول

درايه واقع بر سطر اول و ستون سوم

 ستون سومهمسازه مربوط به سطر اول و

حذف سطر اول و ستون اول

1
حذف سطر اول و ستون دوم

 1
حذف سطر اول و ستون سوم

1
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3اي محاسبه دترمينان يك ماتريس    بر  عملاً بسط دادن ما نسبت به سطر اول به صورت زير    ،زيرصورت     به 3

  : است

  
a b c

e f d f d e
d e f a b c

h i g i g h
g h i

    

  

 ميان  رار داده و يكي در    علامت مثبت ق   aي بالاي ادحول سطر اول به صورت قرارد     در بسط دترمينان     :تذکر

  .كنيم  مثبت و منفي اعمال ميعلامت ،عناصرمابقي  به

هـاي مثبـت و    كرديم، باز هم علامـت     آن انتخاب مي   را براي بسط دادن حول       و يا ستون ديگري   اگر سطر    :سـؤال 

يا ستون انتخابي علامت مثبـت      ين عنصر سطر    لبه او (د؟  ا رنگ آبي به همين صورت خواهد بو       منفي مشخص شده ب   

   )كنيم؟  در ميان مثبت و منفي اعمال مي يو يك

 رايه سطر يا ستون انتخـابي      اولين د   براي تعيين علامت همواره    .به سؤال فوق بسيار ساده است     پاسخ   :پاسخ 

)سپس به آن درايه علامت.  در نظر بگيريد   را )i j1هاي بعدي مثبت   را اعمال كرده و يكي در ميان به درايه

  :  توجه كنيد زيربراي درك بهتر به مثال ساده. و منفي اعمال كنيد

  

a b c
d f a c a c

d e f b e h
g i g i d f

g h i

    

i اسـت و ايـن عنـصر در سـطر          bستون دوم از آنجا كه اولين عنصر       1  و سـتون j  از اينـرو  .  قـرار دارد 2

)علامت ) ( )
i j    3

1 1 مت مثبت و   در ميان علا   ي يك ،م اعمال كرده و به بقيه عناصر ستون دو        b را به  1

  .كنيم منفي اعمال مي
  

  .كنيم  چند تمرين ديگر را بيشتر بررسي مي،جويان گراميدر ادامه براي درك بهتر شما دانش

A  اگر : 7 تمرين  



⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 2

2 1

1 2

t باشد، دترمينان ماتريس   
AA81  آزاد-عمران (     كدام است؟( 

  3)4   2)3  1) 2   صفر)1

 :داريم و كند ترانهاده يك ماتريس، سطر و ستون ماتريس را جابجا مي  :حل 

  

  t
AA

   

      
 

    

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3 2 9 4 6 2 3 4 13 4 1

3 2 1
2 1 6 2 4 1 2 2 4 5 4

2 1 2
1 2 3 4 2 2 1 4 1 4 5

  

3س براي محاسبه دترمينان اين ماتريدر ادامه   : داريم)  سطر اولمثل(، با بسط حول يك سطر و يا يك ستون دلخواه 3

)) 1گزينة ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )t
AA               

 

5 4 4 4 4 5
13 4 1 13 25 16 4 20 4 1 16 5 0

4 5 1 5 1 4
  

��� ���� 	
 ��
� �



��� ��� 	
 ��
� �



 
 در آن قرار داردaحذف سطر و ستوني كه

 در آن قرار داردbحذف سطر و ستوني كه

 در آن قرار داردcحذف سطر و ستوني كه






  t
A

A



آنچه را که با عشق و اشتیاق بخواهید و در دستیابی به آن 

پافشاری کنید، بی تردید به دست خواهید آورد. 

ناپلئون

www.serieomomi.ir

فـصـل ا و ل :

تو ا بع بر د ا ر ی

مروری بر آنچه خواهيم خواند:

در این فصل می خواهیم ش��ما عزیزان را با توابع برداری و مفاهیم مطرح ش��ده 
در آن، آش��نا کنیم و نحوة محاس��بة  انحناء و تاب در توابع مختلف را به ش��ما یاد 
دهی��م. در ادامه بردارهای کنج فرنه را معرف��ی کرده و کاربردهای مختلف آن را 
مورد بحث و بررس��ی قرار می دهیم. سؤالات مطرح شده از این فصل در کنکور، 
بسیار ساده بوده و تنها کافیست درک اولیه از مسئله پیدا کرده و از رابطة مناسب 
اس��تفاده کنید. برای درک بهتر شما دانش��جویان گرامی، مطالب این فصل را در 

قسمت های زیر ارائه می کنیم:



شناسـي در   خواهيم ارتبـاط رياضـيات بـا مفـاهيم حركـت          مي ،در اين قسمت از فصل    

خاطر داريد كه اگر مكان متحرك را بدانيم،  از دوران دبيرستان به. فيزيك را ياد بگيريم

گيـري از سـرعت، شـتاب متحـرك           گيري از آن، سرعت متحرك و با مـشتق          با مشتق 

  : شويم  با مفاهيم فوق بيشتر آشنا مي،ادهدر ادامه با يك مثال س. آيد دست مي به

  

  

    

  
  

  . دهيم ميبعدي تعميم  اين موضوعات را به فضاي سهدر ادامه 

A��� �� ���	
 � �
�
 �����   

  : شكل مقابل را در نظر بگيريد

  

  

  

  

  

 اتومبيلي بر روي يك جاده در حال حركت اسـت و موقعيـت آن در                ،در اين شكل  

بـرداري كـه در هـر لحظـه از مبـدأ بـه محـل            . داردهر لحظه مختصات متفـاوتي      

آن كلـي   نام دارد كه فـرم       بردار مكان متحرك   ،شود  قرارگيري متحرك متصل مي   

  : صورت زير است به

  ( ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k
 

   :  بردار مكان  

  . است  در واقع نماينده يك خم فضايي، مسير حركت اتومبيل در رابطة فوق:۱تذکر 

)ه بردار  ب :۲تـذکر    ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k
 

      گويند    يك تابع برداري مي

  . شود مشخص مي tدر زمان  ، ، موقعيت متحرك در فضاtازاي هر   كه در آن به

��
�
 �� ���� ����� ���
�
� ��   

 بايـد از مكـان      ، مشابه با آنچه از فيزيك ياد گرفتيم       ،براي محاسبه سرعت متحرك   

  : و به عبارتي داريمبگيريم ق متحرك نسبت به زمان مشت

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R t V t x t i y t j z t k
 

       :  بردار سرعت  

صورت زير     آن است و به    تندي حركت متحرك نماينده   اندازه بردار سرعت     :دقت 

  : شود محاسبه مي

  | ( ) | ( ( )) ( ( )) ( ( ))V t x t y t z t    2 2    تندي حركت: 2

  هاي قسمت اول زير شاخه

A-1- بردار مكان و مفهوم خم  

A -2 - تر  بررسي سؤالات متنوع  

 ��� ��
� 	 �


)  
�� � 
 � �� �� �

� �� �
 � �
ٛ◌ ٛ �

����� �  ! � "
 
( 

x

dx
x V t

dt
    2

3 3

x

d x
x a t

dt

  
2

2
6

 xمحور سرعت در راستاي

 xشتاب در راستاي محور 

x t t 3
3
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 �� �����	 
� ��
� �����	  

بـار از     يـا يـك   ( بايد دوبار از بردار مكان مشتق بگيريم         ،انطوركه در مقدمه بيان كرديم    براي محاسبه شتاب نيز هم    

  :)بگيريم  بردار سرعت مشتق

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R t a t x t i y t j z t k
 

       : بردار شتاب  

  : شود صورت زير محاسبه مي  آن است و بهتندي سرعتمعرف  ، متحرك بردار شتابةانداز :تذکر

  | ( ) | ( ( )) ( ( )) ( ( ))a t x t y t z t    2 2   تندي سرعت:  2

  . كنيم در ادامه براي درك بهتر شما عزيزان از اين مفاهيم، چند تمرين آموزشي را حل مي

)صورت  معادله حركت يك متحرك در فضا به       : 1 تمرين ) ( ) ( ) ( )R t t i t j t t k
 

      2 2
2 2 3 4 . باشد   مي 2

  : موارد زير را بيابيدهر يك از با توجه به اين معادله 

   .بردارهاي سرعت و شتاب متحرك) 1

tزاويه بين بردارهاي سرعت و شتاب متحرك در لحظه) 2  1.   

  . اي كه بردار سرعت متحرك كمترين مقدار را دارد لحظه) 3

  . اي كه بردارهاي سرعت و شتاب متحرك بر هم عمودند لحظه) 4

گيري از بـردار سـرعت    عت و با مشتقگيري از بردار مكان متحرك به بردار سر  با مشتق  همانطوركه گفتيم  :حـل  

  : پس داريم. رسيم متحرك به بردار شتاب مي

)صورت از آنجاكه بردار مكان متحرك به )1 ) ( ) ( ) ( )R t t i t j t t k
 

      2 2
2 2 3 4   : توان نوشت  است، مي2

  ( ) ( ) ( )R t V t i t j t k
 

     2 6 2   بردار سرعت  : 2

  ( ) ( )R t a t j k


    6   بردار شتاب  : 2

tدرا ابتد) 2 1،آوريم دست مي  بردار سرعت و شتاب را به :  

  ( ) ( )R V i j
 

   1 1 2 tدر لحظةبردار سرعت  : 6 1  

  ( ) ( )R a j k


    1 1 6 tدر لحظةبردار شتاب  : 2 1  

t بين بردار سرعت و بردار شتاب متحرك در لحظهدر ادامه براي يافتن زاويه 1،كنيم  از رابطه ضرب داخلي استفاده مي :  

  
.( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

| ( ) | | ( ) |
( )

V a
cos cos arccos

V a

     
   

 
⇒ ⇒

36 91 1 2 0 6 6 0 2

40 104 36 36 41 1

  

  ! بردارهاي سرعت و شتاب همواره بر هم عمود نيستند،بر خلاف ديدگاه برخي از دانشجويان: دقت 

  : شود صورت زير محاسبه مي به) دار سرعت يا تندي حركتهمان اندازه بر(مقدار سرعت  )3

  | ( ) | ( ) ( ) ( )V t t t t t       2 2 2 2
2 6 2 2 40 8   حركتمقدار سرعت يا تندي  : 8

)صورت دست آمده را همانند يك تابع به       اگر رابطه به   )f t t t  2
40 8 نـيمم   مـي  در نظـر بگيـريم، بـراي    8

  : توان نوشت ميكردن آن 

  ( )
t

f t t
t t


  

 
 ⇒ ⇒

2

180 8
0 0

10
2 40 8 8

  



  

  

 

 )2(رياضيات عمومي  60

بنـابراين  . همانطوركه ياد گرفتيم، شرط عمود بودن دو بردار اينست كه ضرب داخلي آنها برابر بـا صـفر باشـد                    )4

  : اي بر هم عمودند كه حاصل ضرب داخلي آنها برابر با صفر شود بردارهاي سرعت و شتاب در لحظه

  .( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )V t a t t t t t         ⇒ ⇒ ⇒
1

0 2 0 6 6 2 2 2 0 40 4 0
10

   

  

اي كه بردارهاي سرعت و شتاب بـر هـم عمودنـد، انـدازه                در لحظه .  توجه كنيد  )4(و  ) 3(موارد  هاي    به جواب 

  .كنيم بيشتر بررسي ميدر ادامه فصل را اين تعبير فيزيكي . كمترين مقدار را دارد) تندي حركت(سرعت 
  

) با تابع برداري   ي بر روي مسير   Pنقطه  در  سرعت  مقدار   بيشترين   : 2 تمرين ) ( ) ( )r t cos t i sin t j
 

 3 3
4  كدام  4

 )MBA - 90(        ت؟ اس

1(4 2  2(4 3  3 (12  4 (6    

)گيري نـسبت بـه زمـان از تـابع بـرداري       ابتدا با مشتق،براي حل اين تمرين    :حل  )r t   بـه تـابع سـرعت ( )V t 

  : بنابراين داريم. كنيم ار سرعت را ماكزيمم ميرسيم و سپس اندازه برد مي

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r t cos t i sin t j r t V t cos t sin t i sin t cos t j
   

     ⇒
3 3 2 2

4 4 12 12  

  : و در ادامه اندازه بردار سرعت برابر است با

  | ( ) | ( ) ( ) | |V t cos t sin t sin t cos t sin t cos t cos t sin t    2 2 2 2 2 2
12 12   مقدار سرعت : 12

|)    4گزينة (   | | ( ) | | | ( | ( ) | )
sin t sin t cos t

sin t cos t V t sin t max V t
    ⇒

2 2
12 6 2 6 6  

طرح شده با مـشتق توابـع بـرداري در رياضـيات ارتبـاط           كنيد، مفاهيم فيزيكي م      همانطوركه مشاهده مي   :دقت 

طـور مـستقيم از       جاي مطرح كردن مفـاهيم فيزيكـي، بـه          هاي كنكور به    رو در بعضي از تست      از اين . مستقيم دارد 

  . كنيم ها را با هم حل مي در ادامه يك نمونه از اين تست. شود مشتق توابع برداري سؤال پرسيده مي

)فرض كنيد   : 3 تمرين , , )
z

f x y z
x y


 

4

2 3
1

, و  ,( ) ( )
t t

t t sint te t t t t sinht e       2 3 7 4
2 3 5 

)چنانچه . است ) ( ( ))g t f t  ،مقدار باشد( )g   )93 -سيستم (  ؟ كدام است0

1 (0  2 (2  3 (8  4 (6  

)با توجه به فرم برداري :حل  )t توان نوشت مي:   

  

( )

( )

( )

t

t

x t t sin t

y t te t t

z t t t sinh t e

 

  

   

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

2

3

7 4

2

3 5

  

  : بيان نمود tبرحسب صورت زير  به z و x  ،yبا جايگزيني مقادير را   fتوان تابع  ميدر ادامه 

  
( )

,,( ) ( ) ( ( ))
( ) ( )

t

t

t t sinh t ez
f x y z g t f t

x y t sin t te t t
   

 
      

 ⇒

7 4 44

2 3 2 2 3 3

3 5

1 1 2

  

)و براي محاسبة )g tكنيم طور جداگانه محاسبه مي ، ابتدا مشتق صورت و مخرج را به :  

  ( )( )t t
t t cosh t e t t sinh t e     6 3 7 4 3

4 21 20 3   مشتق صورت : 5

  ( )( ) ( ) ( )
t t t

t sin t t cos t te t t e te t       2 3 2 2
2 2 3 2 3   مشتق مخرج : 2
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tكه در 0خواهيم داشت  :  

  ( )   4
0 0 0 1 tمقدار صورت در:  1 0  

  ( ) ( )  2 3
1 0 0 tمقدار مخرج در:  1 0  

  ( )( )      3
4 0 0 1 1 0 0 0 1 t درمشتق صورتمقدار :  8 0  

  ( )( ) ( ) ( )        2
2 0 0 0 1 3 0 0 0 1 0 0 2 tدرمشتق مخرج مقدار :  0 0  

  : كسري داريمتوابع و در نهايت با استفاده از قاعده مشتق 

  ( )g t   

tكه در 0آوريم دست مي  به :  

)      3گزينة (  
( )( ) ( )( )

( )
( )

g


 
2

8 1 0 1
0 8

1

  

) آيا اين موضوع كه تلاش نكرديم،به نظر شما: کمـی فکـر    )g tصورت مستقيم محاسـبه كنـيم، رونـد حـل را       را به

  تر نكرد؟  ساده

A��� ����� 	
��
 ����� ��  

خـواهيم    در ادامه مـي   . با مفاهيم بردار مكان، سرعت و شتاب آشنا شديم        ين ساده   تمردر قسمت قبل با حل چند       

  . تري از اين بحث را بررسي كنيم هاي متنوع مثال

t مسير حركت به معادله    tنقطه متحرك در هر زمان        : 4 تمرين
x e cos t و t

y e sint   زاويـه  . كند   را مشخص مي

 )MBA - 87(  حامل و بردار شتاب كدام است؟    بين بردار شعاع 

1(  2(

2

  3(

4

  . متغير است) 4  

  :داده شده استصورت زير  به) شعاع حامل(كنيد، بردار مكان متحرك  همانطوركه مشاهده مي :حل 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t
R t x t i y t j e cos t i e sin t j

   
     

  : رسيم صورت زير مي  به بردار شتاب بهtگيري نسبت به  در ادامه با دوبار مشتق

  ( ) ( ) ( ) ( )t t t t
R t V t e cos t e sin t i e sin t e cos t j

 
      

  ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t
R t a t e cos t e sin t e cos t i e sin t e cos t e sin t j

 
       2 2  

)حال براي يافتن زاويه بين دو بردار )R tو ( )R t،توان نوشت بط ضرب داخلي دو بردار مي با استفاده از روا :  

  
.( ) ( )

| ( ) | | ( ( )) |

R t R t
cos

R t R t

 



  

  
( )( ) ( )( )

| ( ) | | ( ) || ( ) | | ( ) |

t t t t t t
e cos t e sin t e sin t e cos t e cos t sin t e cos t sin t

cos

R t R tR t R t

    
 ⇒ 



2
2 2 2 2

0  

cos)        2گزينة (  

  ⇒ ⇒0
2

  

  )مشتق صورت) (مخرج ()مشتق مخرج) (صورت(

2
 )رجمخ(
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بـا  . شـود    در يك نقطه از مسير در مورد جهت حركت متحرك از ما سـؤال پرسـيده مـي                  ،در برخي از سؤالات   

حركـت   بـردار سـرعت بـر مـسير          ،توان گفت در هر نقطـه از مـسير           فيزيكي مطرح شده، مي    توجه به مفاهيم  

  . مماس استمتحرك 

 B بـه نقطـه      A متحرك بر روي يك خم از نقطـه          ،شكله به   با توج : شتري ـدرک ب 

كنيد، در نقطة     همانطوركه مشاهده مي  . در حال حركت است   ) xyواقع در صفحه    (

A   ،     مماس در راستاي محورx   جهت متحـرك  (و اين يعني بردار سرعت      بوده   ها (

  .  ها استxنيز در راستاي محور 

  
y

V


0 :  نتيجه  
  

  . كنيم در ادامه اين بحث را با چند تمرين بيشتر بررسي مي

:, يك منحني با معادله     هرگاه : 5 تمرين ( ) ( )
x

r x x e  
2

),بـردار ممـاس يكـه در نقطـه         آنگاه   ، باشد  )0 1 

 )86 -نساجي (  يك از بردارهاي زير است؟    كدام

1(
i j
 


2

  2(
i j
 


2

  3(i


  4(j


  

)يصورت بردار   اگر منحني را به    :حل  ) t
r t t i e j

  
2

 فرض كنيم، آنگـاه بـردار سـرعت، بـردار ممـاس بـر               

tبنابراين بردار مماس بر منحني در لحظه. منحني خواهد بود 0 برابر است با:  

  ( ) ( )t
r t i te j r i

     
2

2 0  

  .استصحيح ) 3(بنابراين گزينه ) باشد كه البته برداري يكه نيز مي(

) منحني نظير به تابع برداري     Cنيد  فرض ك  : 6  تمرين ) ( ) ( )
t t

r t e cos t i e sin t j
           باشد، در چه نقاطي از 

a عمود بر بردارCاين منحني خط مماس بر       i j
    88 -نساجي (   است؟( 

)نقاط نظير) 1 )k t k
 
6

)نظيرنقاط ) 2  � )k t k
 
4

�  

)نقاط نظير) 3 )k t k
 
6

)نقاط نظير) 4  � )k t k
 
4

�  

a بر بردار،خواهيم بردار هادي خط مماس مي   :حل  i j
  رو بـا توجـه بـه شـرط عمـود       از اين.  عمود باشد

aداربردار هادي خط و بر    داخلي  توان فهميد كه بايد ضرب        سادگي مي    به ،بودن دو بردار  


بـا  . صـفر باشـد   ا  ببرابر   

نيـز  ) تـابع بـرداري   (توجه به اينكه بردار هادي هر خط با آن موازي است، بردار هادي خـط ممـاس بـر منحنـي                      

  : آيد دست مي صورت زير به بنابراين بردار هادي خط به. همان بردار سرعت باشدبيانگر تواند  مي

  ( ) ( ) ( ) ( )t t
V t r t e sin t i e cos t j

 
     :  بردار هادي خط مماس بر خم  

  : و در ادامه داريم

  
,( ). ( )( ) ( )( )

a t t
a V a V e sin t e cos t sin t cos t

            ⇒  ⇒
1 1

0 1 1 0 0  

sin)      2گزينة (   t cos t tan t t k
     ⇒ ⇒ ⇒1
4

  

tدر 0 

 سرعت
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z به معادلات  Cمنحني پارامتري    : 7 تمرين t 2،y sint و x cos t     و نقطـه A  نظيـر t

2

 C بـر منحنـي    

 . مفروض است

  كند؟   را قطع ميxozاي صفحه  در چه نقطه،  Aخط مماس بر منحني فوق در نقطه ) 1

xصفحه،  Aخط مماس بر منحني فوق در نقطه ) 2 y z  2 4   كند؟  قطع ميدر كدام نقطه  را 4

))تـابع بـرداري   (نحنـي   دانيم بردار مماس بر م      مي :حـل   )R t يعنـي  ، مـشتق آن    از ( )R t    شـود    محاسـبه مـي .

)بنابراين )R tتوان نوشت پس مي. تواند بيانگر بردار هادي خط مماس بر منحني باشد  مي :  

  ( ) ( )R t cos t i sin t j t k R t sin t i cos t j k
    

      ⇒2 2  

tحال در لحظه



2

  : آوريم دست مي  به رابردار هادي خط مماس بر منحني ) Aنقطه  (

  ( )R u i k
 

    2
2

  

tو البته در لحظه



0

2
  : بابرابرند )  Aمختصات نقطه  (z و x ، y مقادير 

  , ,, ,( ) ( )A cos t sin t t A 
0 0 0

2 0 1  

  :  معادلة آن برابر است با،هادي و يك نقطه از خط موردنظربنابراين با داشتن بردار 

  

x t
x y z

y

z t





 
  

  


 

⎧
⎪ ⎨
⎪
⎩

0 1
1

1 0 2
2

  

y مقدارxozاز آنجاكه در تمام نقاط صفحة    ) 1 0 است، در لحظه تلاقي خط با صفحه xoz بايد مقدار y را صفر 

yو چون ) افتد  كه اين اتفاق نمي   (كرد   1          است، بنابراين خـط فـوق صـفحه xoz      اي قطـع      را در هـيچ نقطـه

  . كند نمي

xبا صفحه خط  در لحظه تلاقي    ) 2 y z  2 4 بنابراين . قرار داد صفحه   بايد فرم پارامتري خط را در معادله         4

  : داريم

)معادله فاقد جواب است   ) ( ) ( )t t        ⇒ ⇒2 4 1 2 4 4 4  

xصفحه،  Aمماس بر منحني در نقطه بنابراين خط  y z  2 4   . كند قطع نمينيز  را 4

 فرم پارامتري خط

tدر


0 2
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  : ديدايره مقابل را در نظر بگير

  

  

  
  

 بـوده و در   R شعاع در هر نقطه برابر با        ،در اين دايره  كنيد    همانطوركه مشاهده مي  

بـا كمـك    از سـوي ديگـر       . اسـت  Rبرابر بـا    گوييم شعاع انحناء دايره       رياضيات مي 

يعني(آن معكوس 
R

1
  . شود معرفي مي ) ( انحناءپارامتري به نام ) 

  

خـم  از  در هر نقطه،    اي به شكل زير كه        كنيم شعاع دايره    تلاش مي قسمت  اين  در  

  : دست آوريم است را بهمماس بر آن 

  

  

  
  

  . گيريم در ادامه با حل چند تمرين اين مفاهيم را بهتر ياد مي

يك از نقـاط   انحناء در كدام .  است xyشكل زير بيانگر يك خم در صفحه       : 8 تمرين

 آن بيشتر است؟ 

   Aدر نقطه ) 1

   Bدر نقطه ) 2

   Cدر نقطه ) 3

  .  در اين خم ثابت استانحناءشعاع ) 4

 يك دايره مماس كرده و عكـس شـعاع   C و  A   ، Bنقاط  هر يك از     ابتدا در  :حل 

اي كه     دايره ،توان فهميد   سادگي مي   به. كنيم   معرفي مي  انحناءعنوان    آن دايره را به   

  .  انحناي بزرگتري خواهد داشت،شعاع كوچكتري دارد

  

  

  

  

R از آنجاكـه   ،با توجه به شـكل    بنابراين  
1

R از 
2

R و 
3

 كـوچكتر اسـت، پـس      
R
1

1
 

از
R
2

1
 و 

R
3

1
 بزرگتـر از انحنـاء   Aعبارتي انحناء در نقطـه    بزرگتر خواهد بود و به  

  . ح استصحي) 1(گزينة درنتيجه  و  استC و Bدر نقاط 
  

  

بخوانيد كاپا

  دومهاي قسمت  زير شاخه

B-1- مفهوم اوليه انحناء  

B -2 -   هـا    پارامتري كردن منحني

  در محاسبه انحناء 

B -3 -       محاسبه انحناء در توابع بـا

)فرم )y f x  

B -4 - محاسبه تاب در فضا 

 ��� 
��

� 	 �

)

� 
� � 
��
( 
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)  انحناء در يك خم فضايي با فرم كلي        هبراي محاسب  ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k
 

   به ازايt t
0

هـاي    گـام 

  : كنيم زير را طي مي

)گيري از توسط مشتق(بردارهاي سرعت و شتاب را  :گام اول )R t (در لحظةt t
0

  . آوريم دست مي به 

Vيعني(كنيم  ضرب خارجي ميدر هم بردارهاي سرعت و شتاب را  :گام دوم a
 يابيم  را مي(.  

|پس از محاسبه :گام سوم |V


| و |V a

 آوريم دست مي  از رابطة زير به، انحناء را :  

  
| |

( )

| |

V a
t

V


 





3

  

  . گيريم در ادامه با حل چند تمرين اين موضوع را بهتر ياد مي

z انحناء مارپيچ ة انداز : 9  تمرين t 31

3
،y t 21

2
x و  tدر نقطه , ,( )A

1 1
1

2 3
 )87 -رياضي (   كدام است؟ 

1(
2

9
  2(

2

3
  3(

1

3
  4(2  

  :كنيم صورت زير بازنويسي مي را بهصورت سؤال، بردار مكان متحرك  با توجه بهابتدا  :حل 

  ( ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k t i t j t k
    

     2 31 1

2 3
  

,همچنين توجه كنيد كه نقطة     ,( )A
1 1

1
2 3

t متناظر با نقطه    1 انحنـاء در ادامـه بـراي محاسـبة انـدازة          .  است 

  : كنيم هاي زير را طي مي گام

)گيري از با مشتق(را   بردارهاي سرعت و شتاب: گام اول )R t (آوريم دست مي زير بهصورت  به :  

  
( ) ( )

( ) ( )

V t R t i t j t k V i j k

a t R t j t k a j k

    

  

      

    

⎧ ⎧
⎪ ⎪⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩ ⎩

2

2 2

  

  :  كنيم بردارهاي سرعت و شتاب را در هم ضرب خارجي مي :گام دوم

  

i j k

V a i j k

 

      1 1 1 2

0 1 2

  

 را از رابطهانحناء مقدار در نهايت :گام سوم
| |

| |

V a

V


 





3

  : آوريم دست مي  به

)     2گزينة (  
| | ( ) ( ) ( )

( )
| | ( ) ( ) ( )

V

V a





 

   
  

     

⎧
⎪

⇒⎨
⎪
⎩

2 2 2

3

2 2 2

1 1 1 3
6 6 2

33 3 3
1 2 1 6

  

 سرعت: 

 شتاب: 

tدر 1) نقطهنظيرA ( 
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دست آوردن    در ابتدا نحوة به   . بار ديگر با هم مرور كنيم      خواهيم نكات كليدي را يك      در اين قسمت از فصل مي     

  : كنيم بردارهاي سرعت و شتاب را با داشتن بردار مكان براي شما عزيزان يادآوري مي

  : هاي مكان، سرعت و شتاببردار) الف

)صورت   به t لحظه معادله حركت يك متحرك در فضا در هر        ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k
 

     قابل نمايش 

 از بردار مكان بـه بردارهـاي        tگيري متوالي نسبت به     با مشتق . گوييم  است و ما به آن بردار مكان متحرك مي        

  : رسيم سرعت و شتاب متحرك مي

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )V t R t x t i y t j z t k
 

       : بردار سرعت متحرك  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a t R t x t i y t j z t k
 

       : بردار شتاب متحرك  

  )4  تا1 هاي تمرين(

  )7 و 6،  5 هاي تمرين. (بردار سرعت بر مسير حركت متحرك مماس است: ای در مورد بردار سرعت متحرک نکته

   :انحناء) ب

  )8تمرين . (نامند كوس شعاع دايره را انحناء ميمع. مماس كردبر آن توان يك دايره را  در هر نقطه از خم مي

  : استراتژي يافتن انحناء در حالت كلي

)صورت  يك خم فضايي به    ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k
 

    را در نقطه t t
0

بـراي يـافتن   .  در نظر بگيريـد 

  : كنيم هاي زير را طي مي انحناء گام

tب را در لحظهبردارهاي سرعت و شتا :گام اول t
0

  . آوريم دست مي  به

  . كنيم ضرب خارجي ميدر هم  بردارهاي سرعت و شتاب را :گام دوم

  :آوريم دست مي  انحناء را از رابطه زير به:گام سوم

  
| |

( )

| |

V a
t

V


 





3

  

  )10 و9هاي  تمرين(

  ) 11تمرين . (باشد نحناء مي معكوس انحناء در هر نقطه بيانگر شعاع ا:نکته

  : پارامتري كردن معادلات دايره، بيضي و هذلولي تكنيك

cosبا توجه به دو اتحاد     t sin t 2 2
cosh و 1 t sinh t 2 2

فـرم پـارامتري معادلـة اشـكال        تـوانيم      مي 1

   : دست آوريم هندسي زير را به

  
x x R cos t

y y R sin t

 

 

⎧
⎨
⎩

0

0

)ارامتري دايرهفرم پ :  ) ( )x x y y R    ⇒
2 2 2

0 0
  معادله دايره : 

  
x x acos t

y y b sin t

 

 

⎧
⎨
⎩

0

0

)فرم پارامتري بيضي :  ) ( )x x y y

a b

 
  ⇒

2 2

0 0

2 2
  معادله بيضي : 1

  
x x acosh t

y y asinh t

 

 

⎧
⎨
⎩

0

0

)فرم پارامتري هذلولي :  ) ( )x x y y

a b

 
  ⇒

2 2

0 0

2 2
  معادله هذلولي  : 1

  )15 تا 12 هاي تمرين(
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 اولنامة فصل  توصيه

  

  

)انحناء در توابع با فرم )y f x:  

توان از رابطة انحناء را ميدر اينگونه توابع، 
| |

( )

( )

y
x

y

 






3

2 21

  )21  تا16 هاي تمرين. (دست آورد به 

)انحناء در روابط قطبي )r f :  

|روابط قطبي انحناء از رابطهدر  |
( )

( )

r r rr

r r

   




 



2 2

3

2 2 2

  )47 و 46هاي  تمرين. (آيد دست مي  به2

  :محاسبه تاب در فضا) ج

)خم ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k
 

   آيد دست مي زير بهرابطة صورت تاب از  ايندر  .بگيريد را در نظر :  

  . ( )

| |

V a a

V a


 

 








2

  

  )23 و 22هاي  تمرين(

  . دنامن  عكس تاب را شعاع تاب مي:۱تذکر 

  )25 و 24هاي  تمرين. ( اگر خم در يك صفحه جاي گيرد، تاب صفر است و اصطلاحاً خم مسطح است:۲تذکر 

  : بردارهاي كنج فرنه) د

,سه بردار كنج فرنه ,( )B N T
  

  : آيند دست مي  زير به صورت  به

Tبردار


Tبردار: 


صورت گويند و به مماسي مييكه  را بردار 
| |

V
T

V




آيد دست مي  به.  

Bبردار


Bبردار: 


صورت گويند كه به  را بردار قائم يكه نوع دوم مي

| |

V a
B

V a

 
 





  . آيد دست مي  به

Nبردار


Nبردار: 


Nصـورت  نامنـد كـه بـه       قائم يكه نوع اول مـي      بردار را    B T

  
  آيـد  دسـت مـي    بـه .

  )28 و 27، 26هاي  تمرين(

  :  كنج فرنهمسائل تركيبي خط و صفحه با مفاهيم بردارهاي) د

  : ، كليد اصلي حل سؤالات كنكور استدر اينگونه مسائل توجه به نكات زير

Vبردار


T و در نتيجه بردار


  )30 و 29هاي  تمرين. ( بر خم مماس است

Tسه بردار


N و


B و


  )31تمرين . (هم عمودند دو به دو بر 
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⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎭



  

Tبردار


  .  بردار نرمال صفحه قائم است

Nبردار


  .  بردار نرمال صفحه اصلاحي است

Bبردار


  .  بردار نرمال صفحه بوسان است

  : ابهاي مماس و قائم بردار شت مؤلفه)  هـ

Tتوان با توجه به دو بردار يكه هر بردار شتاب را مي


N و


Tصورت  به Na a T a N

   بيــان كــرد كــه در 

آن
Ta

  .دار شتاب است مؤلفه قائم برNaمؤلفة مماسي بردار شتاب و 

استراتژي يافتن
T

aو Na :  

ــه    ــتاب را از رابط ــردار ش ــي ب ــه مماس )مؤلف | | )T

d
a V

dt


  ــه    و ــتاب را از رابط ــردار ش ــائم ب ــه ق مؤلف

| |N Ta a a 2   )33 و 32هاي  تمرين. (آوريم ميدست   به2
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 سؤالات خودآزمايي فصل اول

  

)گرا -1 )
t t

F t i j k
t t


  

 

2

2 2

2 1

1 1

) يك تابع برداري باشد، آنگاه زاويه بين  )F tو ( )F t  83 -اي  هسته(   كدام است؟( 

1(  2(

2

  3(

4

  4(
3
4

  

t مسير حركت به معادله    tنقطه متحرك در هر زمان       -2
x e cos t و ty e sin t   زاويه بين بردار شعاع     .كند   را مشخص مي 

 )MBA - 87 (  حامل و بردار شتاب كدام است؟  

1(  2(

2

  3(

4

  . متغير است) 4  

)زاويه بين بردار مماس بر منحني -3 )f t a t i b t j t k
 

  2 b  كه در آن3 a2
2 u با بردار3 i k


برابر است با  : 

)2  صفر) 1

4

  3(

2

  4(  ) 89 -ژئوفيزيك(  

, بر منحني Tزاويه بردار يكه مماس    - 4 ,( ) ( )R t cos t sin t t 3 3  )88 -مديريت در سوانح طبيعي (   كدام است؟ z با محور  4

1(

6

  2(

4

  3(arccos

3

4
  4(arccos

4

5
  

) منحني نظير به تابع برداري     Cفرض كنيد    -5 ) ( ) ( )
t t

r t e cos t i e sin t j
 

             باشد، در چه نقاطي از ايـن منحنـي 

a عمود بر بردار Cخط مماس بر  i j
 

  88 -نساجي (   است؟( 

tنقاط نظير) 1 k
 
6

k و �  2 (قاط نظيرنt k
 
4

k  و �  

tنقاط نظير) 3 k
 
6

k و �  4 (نقاط نظيرt k
 
4

k  و �  

xخط مماس بر منحني به معادلـه       -6 t  y و 2 t t 2 و z t t 3     در نقطـه نظيـر t   را بـا كـدام      xoy صـفحه  1

 )89 -صنايع غذايي (  كند؟  مختصات قطع مي

1(, ,( )
5

1 0
2

  2(, ,( )
3 1

0
2 2

  3(, ,( )
5 1

0
2 2

  4(, ,( )
1

2 0
2

  

zمعادله صفحه عمود بر منحني  -7 cos t y و2 sin t  وx sin t در, ,( )P
2 2

0
2 2

 )85 -سيستم (   كدام است؟ 

1(x y z  2 2 4 2  2(x y z  2 2 4 2  

3(x y z   2 2 4 2  4(x y z   2 2 4 2  

)اگر - 8 )R tكه پذير باشد به قسمي  يك تابع برداري مشتق| ( ) |R t k)  k86 -علوم كامپيوتر (  : آنگاه)  ثابت( 

)بردار سرعت عمود بر) 1 )R t  2 (بردار شتاب عمود بر( )R t  

  بردار شتاب ثابت ) 4    بردار سرعت ثابت) 3

)انحناي منحني   -9 )r t t i cosh t j
 

  91 -علوم كامپيوتر (   كدام است؟( 

1(cos t
3  2(cosh t

3  3(
cosh t

2

1
  4(

cosh t
3

1
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,انحناي خم -10 ,( ) ( )R t t cos t t cos t sin t    )89 -برداري  عمران نقشه(   كدام است؟ t در يك نقطه به پارامتر   2

1( 
2

4
  2(t 

2

4
  3( 

2

8
  4(t 

2

8
  

) انحنا در هر نقطه مارپيچ     مقدار -11 ) ( ) ( ) ( )r t acos t i a sin t j b t k  
 

       كه در آن a و    و b     اعدادي ثابـت و 

 )85 -معدن (  : مثبت هستند، برابر است با  

1(
a b

b
 


2 2

  2(
a b

a
 


2 2

  3(
a

a b

 
2 2

  4(
b

a b

 
2 2

  

) به معادلات پارامتري   Cانحناي منحني    -12 )y f t و ( )x g t       كـه در لحظـه t   در معـادلات y t x و 2   صـدق   2

tكند، در لحظه مي   )84 -سيستم (   كدام است؟ 0

1( 0  2( 1  3(  2  4( 
1

2
  

)خم هموار  - 13 )t   براي  . بعدي داده شده است      در فضاي سهc    ثابت كه | |c  ,، تبديل1 ,, ,( ) ( )x y z cx cy czخم   

)را به خم   ) ( )t c t  در مورد انحناي دو خم    . نگارد   مي و     در نقاط متنـاظر ( )t
0

) و  )t
0

 كـدام حكـم زيـر       

 )84 -فلسفه علم (  درست است؟ 

tازاي  بهانحناي) 1
0

tازاي  بهاز انحنايكوچكتر  
0

  . است

tازاي  بهانحناي) 2
0

tازاي  بهحناي بزرگتر از ان
0

  .  است

tازاي  به وانحناي) 3
0

  .  برابرند

  .  داردcمقايسه انحنا بستگي به علامت ) 4

)پذير  خم فضايي دو بار مشتق     -14 )t     ازاي هر      داده شده است كه بهt           بردارهاي سرعت و شتاب آن راسـتاهاي متفـاوت ،

xدارند و مسير حركت همواره روي كره   y z R  2 2 2    يك از احكام زير درست نيست؟   كدام.  قرار دارد2

سيرحداكثر انحناي م) 2  . اي صفر نيست انحناي مسير در هيچ نقطه) 1
R

1
  )83 -فلسفه علم (  .   است

  . سوي داخل كره است بردار شتاب همواره به) 4  . تواند مثبت، منفي يا صفر باشد تاب مسير مي) 3

 )85 -ژئوفيزيك (  شود؟  اگر شعاع يك دايره را چهار برابر كنيم، خميدگي آن چند برابر مي   -15

1(
1

4
  2(

1

2
  3 (2  4 (4  

yشعاع انحناء منحني به معادله  - 16 x x  در نقطه x   )90 -هاي كشاورزي  مكانيك ماشين(   واقع بر آن چقدر است؟   4

1(/42 5  2(52 5/  3(57 5/  4(62 5/  

yانحناي سهمي به معادله -17 x2
), در نقطه12 )0  )83 -فراوري و انتقال گاز (   چقدر است؟  0

1(
1

6
  2(

1

6
  3(

1

3
  4 (1  

xyاگر -18  ), در نقطه C باشد، شعاع انحنا C معادله منحني 1 )1  )88 -مواد (   كدام است؟ 1

1(
2

2
  2(

1

2
  3 (1  4(2  
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 سؤالات خودآزمايي فصل اول

yخميدگي منحني -19 cos x 84 -مكاترونيك (   است؟ ماكزيممدر كدام نقطه( 

1(( )n x n�  2(( )n x n




2
�  3(( )

n

n x




3
�  4(( )

n

n x




4
�  

)اگر - 20 )r t cos t i sin t j k
 

  2
2   :برابر است با  (torsion) يك خم فضايي باشد آنگاه پيچش مسير2

1( 0  2( 
1

2
  3(  2  4( 1  ) 89 -ايمني و بازرسي فني(  

xمتحركي در فضا بر روي صفحه  -21 y z  2 5    : در يك نقطه دلخواه برابر است با تاب متحرك  . كند  حركت مي11

1 (0  2(
1

30

  )92 -فلسفه علم (  30)4  14)3  

)شرط لازم براي آنكه منحني با نمايش   -22 )r r t
 

   91 -ك دريا فيزي(  كدام است؟ ) مسطح باشد( در يك صفحه قرار گيرد( 

1(r r

 
  0   2(.r r

 
  0  3(( )r r r

 
    0  4(r r
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انحنا و تاب منحني   -23
x y

z

 



⎧⎪
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⎪⎩
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1

, در نقطه ,( )A 2 0  )84 -نساجي (  : ترتيب برابر است با    به1

1( 
1

2
 و 0  2(   و2 1  3( 1و  

1

2
  4( 

1

2
 و 1  

)تابع برداري  -24 ) ( ) ( )R t a t i a t j b t k
 

    2 bانـد و     ثابـت  b و   aبعدي داده شده، كـه در آن           در فضاي سه   2  0 .

 )89 -مكانيك (   كدام است؟ tازاي هر    بردار قائم دوم به

1(( )i j bk
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 
 2
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    2(( )i j
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3(( )i j bk
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 
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)اگر يك متحرك بر روي مسيري با خميدگي        -25 )t  ) در فضا بـا سـرعت      0 )v t   و شـتاب ( )a t       حركـت كنـد، آنگـاه 

v a B   كه در آن  Bصورت ثابت  در اين .  قائم دوم بر خم است 85 -اي  هسته(  :  برابر است با( 

1(( ) | ( ) |t v t  2(( ) | ( ) |t v t 2  3(( ) | ( ) |t v t 3  4(( )t  

)بردار يكه قائم اصلي يعني  -26 )N t


) براي مارپيچ ) ( ) ( )R t cos t i sin t j t k

  
   86 -مكانيك (   كدام است؟( 

1(( ) ( )cos t i sin t j     2(( ) ( )cos t i sin t j    

3(( ) ( )cos t i sin t j     4(( ) ( )cos t i sin t j  

,صفحة قائم بر منحني فضايي -27 ,( )x t y t z t  2 t در نقطه نظير3   كند؟  كدام طول قطع مي ها را با x محور 1

  )90 -آبياري و زهكشي (  6) 4  4) 3  3) 2  2) 1

) خم فضاييبوسانمعادله صفحه  -28 ) ( ) ( )f t t t i t t j t k
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    3 3 31 1
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) با رابطهxyحركت متحركي در صفحه -29 ) ( ) ( )R t t cos t i t sin t j مؤلفه قائم شتاب كدام است؟ .  داده شده است 
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A ماتريس : 8 تمرين







⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1 3

1 2 0

1 1 1

 را در نظر بگيريد؟  

| حاصل)الف |A5حاصل)ب  . را بيابيد| |A5را بيابيد . 

    :حل 

| براي حل اين مثال ساده و يافتن       )الف |A5،  ابتدا ماتريس A5  دهـيم و سـپس دترمينـان ايـن           ل مـي  ي را تشك

هـاي    درايـه  شـود، آن عـدد در تمـام        ددي در مـاتريس ضـرب مـي       دانيم وقتي ع    مي. كنيم  محاسبه مي ماتريس را   

  :  بنابراين داريمشده وماتريس ضرب 

  A

 

 

 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 1 3 10 5 15

5 5 1 2 0 5 10 0

1 1 1 5 5 5

  

  : آيد  محاسبه دترمينان اين ماتريس به دست ميحال با

  A







10 5 15

5 5 10 0

5 5 5

  

  ( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( )            
  10

10 10 5 10 55
15 0 5 15 25 50 0 5 100 25 750

5 5 5 55

  

| براي يافتن)ب |A5،ابتدا دترمينان ماتريس A كنيم  ضرب مي5 را يافته و سپس در عدد.  

  | | ( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( )( )A               
 





1

2 1 3

1 2 2 1 2 1
1 2 0 3 0 1 3 2 0 1 4 1 6

1 1 1 1 1 2
1 1 1

  

|بنابراين |A  5   .است 30

  :آورده شده استاز اين تمرين  زير هاي گيري  نتيجه،براي درك بهتر شما عزيزان

  

nماتريسي Aاگر -1 nباشد و k،عددي ثابت باشد n

n n
kA k A  است.  

3 در تمرين قبل ماتريسي    Aةماتريس داده شد  . يك لحظه به تمرين قبل برگرديم      | بـود و     3 |A   6 

  : داريم) 1( طبق نتيجه بنابراين. است

  | | ( )A A     3 3

3 3
5 5 5 6 750  

|يعني (شود   در يك دترمينان ضرب مي     k وقتي عدد ثابت   - 2 |k A (      يكي از سـطرها و يـا       مشابه با آن است كه

ماتريس مربعي را در    يك  از  يا ستوني   ري  طتر اگر س    به بيان ساده  . شود  ضرب   kدر   ي ماتريس ها  يكي از ستون  

  .ايم  را ضرب كردهk ست كه در جواب دترمينان آن ماتريسا  مثل اين،ضرب كنيم kمانند عددي ثابت 


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





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