


مفاهیم مطرح شده در درس معادلات دیفرانسیل، مفاهیم ساده و شیرینی است ولی 

به‌دلی��ل وج��ود تنوع زیاد معادله‌های دیفرانس��یل و عدم ارائه دس��ته‌بندی صحیح و 

صریح در مراجع، دانشجویان در حل مسائل این درس دچار مشکل می‌شوند. 

در ای��ن کتاب ت�الش کرده‌ایم تا ب��ه بهترین ش��کل ممکن انواع مختل��ف معادلات 

دیفرانس��یل را دس��ته‌بندی کنیم و برای هر کدام از آنها اس��تراتژی حل مربوطه را نیز 

ارائه کنیم. تجربه نشان داده است که مطالعه درس معادلات دیفرانسیل با این روش، 

این درس را به عنوان یکی از آسان‌ترین دروس درنظر دانشجویان تبدیل می‌کند. 

برای استفاده هر چه بهتر از این کتاب به موارد زیر توجه کنید: 

       در اولین قدم برای بهتر ش��دن روند یادگیری ش��ما عزیزان، هر فصل را به چند 

قسمت کوچکتر تقسیم کرده‌ایم تا هم تفکیک مطالب در ذهن شما بهتر انجام شود و 

هم از مطالعه یک فصل طولانی خسته نشوید. همچنین می‌توانید در هر بار مطالعه، 

یک قسمت از هر فصل را به‌خوبی بخوانید. 

        ب��رای چیدم��ان تمرین‌ه��ا س��اعت‌ها فک��ر کرده‌ایم و تمرین‌ه��ا را با یک روند 

آموزش��ی بس��یار منظم آورده‌ایم. همچنین در لابه‌لای تمرین‌ها مطالبی از قبیل کمی 

خلاقیت، کمی دقت و ... گنجانده‌ایم تا شما را به این درس علاقه‌مندتر کنیم. 

       در دومین قدم بعد از مطالعه دقیق درس��نامه‌های هر فصل، بخش��ی تحت عنوان 

افزایش مهارت و تسلط بیشتر را در کتاب قرار دادیم که با مطالعه دقیق آن به جرأت 

می‌توان گفت هیچ تس��تی باقی نمی‌ماند که ایده اصلی آن برای شما آشنا نباشد. حل 

س��ؤالات این قس��مت تنها به دانش��جویانی که تس��لط بالایی بر مطالب قسمت اول 

داشته و زمان کافی نیز دارند، توصیه می‌شود.

        در قدم بعد بخش جذاب جمع‌بندی و توصیه‌نامه را در کتاب قرار داده‌ایم تا بعد 

از مطالعه کامل هر فصل، یک‌بار دیگر نکات مهم و کاربردی آن را با هم مرور کنیم. 

ءمقدمه و راهنمای مطالعه اين کتاب: 
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گ��ر م��وارد فوق را به‌خوبی انجام داده باش��ید، قادر خواهید بود که تس��ت‌های          ا

انته��ای ه��ر فصل را خودت��ان حل کنید. همچنی��ن پس از تولید و چ��اپ ریاضیات 

عموم��ی )1( و نظ��رات س��ازنده دانش��جویان محت��رم، متقاعد ش��دیم به‌جای حل 

تشریحی، راهنمایی‌های‌ خوبی را برای حل این سؤالات ارائه کنیم )پاسخ تشریحی 

کامل‌تر را می‌توانید در سایت www.serieomomi.ir مشاهده کنید(. 

        هدفمان این اس��ت که با ارائه برنامه هفتگی مطالعه کتاب، پرس��ش و پاس��خ و 

همچنی��ن گرفتن آزمون ماهانه در س��ایت www.serieomomi.ir به نوعی بزرگترین 

کلاس درس ریاضی را تشکیل داده و تا رسیدن به سطح عالی با شما همراه باشیم. 

در آخر از دوس��ت ارجمند، دکتر محمد آهنگر ک��ه در لحظه لحظه تألیف این کتاب 

ما را یاری کرده و از نظرات ارزشمندش��ان بهره بردیم، تشکر می‌کنیم. لازم است از 

جناب آقای دکتر شریفیان مدیریت محترم مؤسسه، که تمام امکانات لازم جهت هر 

چه بهتر انجام شدن این پروژه را در اختیار ما گذاشته‌اند و همچنین ویراستار این اثر، 

س��رکار خانم مهندس الهام طاهرشمس و عوامل اجرایی مؤسسه جناب آقای فرزانه 

و س��رکار خانم نجفی نهایت تش��کر و قدردانی را داش��ته باش��یم. 

علیرغم تلاش‌های فراوانی که برای بازبینی این کتاب ش��ده اس��ت، وجود اشکال در 

آن ممکن بوده و از اساتید گرانقدر و دانشجویان عزیز تقاضا می‌شود، پیشنهادات و 

انتقادات خود را از طریق سایت www.serieomomi.ir مطرح نمائید. 

                                                   محمد صادق معتقدی - مسعود مهدیان - مجید فرقانی 
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توان آن را يـك       اي از رياضيات است كه بدون اغراق مي         معادلات ديفرانسيل شاخه  

  . بسيار مهم در روند پيشرفت بسياري از علوم، از جمله علوم مهندسي دانستابزار 

فـت كـه    تـوان گ    مـي اگر مروري گذرا بر تاريخچة علـم رياضـيات داشـته باشـيم،              

yاي نظير نوشتن معادلـة      معادلات ديفرانسيل با مفاهيم ساده     dy y∫
21

2
 در  

dyهـايي چـون     نمادگـذاري ابـداع   . نيتز آغاز شد   قرن هفدهم توسط لايب   

dx
 بـراي   

1معادلات مرتبه اول  چندين نوع از    بندي و حل       دسته ،مشتق
نيز از اقـدامات مهـم    

هـايي بـراي    حـل  نيوتن نيـز بـه ارائـه راه     همان زمان،   در  . بود رياضيدان بزرگ    اين

)معادلاتي نظير  )
dy

f x
dx

 يا ( )
dy

f y
dx

    ابتكارات جالبي را بـراي      پرداخت و

معـادلات  علم  اصلي  نيتز را پديدآورندگان     نيوتن و لايب  شايد بتوان   . ارائه كرد آنها  

 ،از ديگر افراد مؤثر در علـم معـادلات ديفرانـسيل          . دانسترياضيات   در   نسيلديفرا

اشـاره  ) دانيـل (و همچنين پسر يوهـان      ) لوك و يوهان  (به برادران برنولي    توان    مي

سـزايي   هاي به   نيتز منجر به پيشرفت    ها با لايب    مكاتبات برنولي توان گفت     مي. كرد

حـل   بندي و ارائـه راه  شناخت، دسته  .بندي و حل معادلات مرتبة اول شد        در دسته 

ــاً كامــل شــد و    ــرن هفــدهم تقريب ــة اول در ق ــراي معــادلات مرتب ــس از آنب  ،پ

در قـرن   . داناني چون ريكاتي بيشتر به حل معادلات مرتبة بالاتر پرداختنـد            رياضي

صـورت    هجدهم دانشمند معروف لئونارد اويلر مـسائل متنـوعي از مكانيـك را بـه              

هاي جديـدي را بـراي     و ايده درآورد و به بررسي آنها پرداختمعادلات ديفرانسيل 

هـايي   دان در اواخر قرن هجدهم و اوايل قرن نوزدهم، رياضـي      . حل آنها مطرح كرد   

اي دربارة معادلات ديفرانـسيل معمـولي         مانند لاگرانژ و لاپلاس تحقيقات گسترده     

 را  2شتقات جزئـي  معادلات ديفرانسيل با م ـ   هاي حل     شيوهانجام دادند و همچنين     

، نـسبتاً كوتـاه   توجه به اين تاريخچة     با  . مورد بررسي قرار دادند    نيز براي اولين بار   

تــوان فهميــد كــه معــادلات ديفرانــسيل بــيش از سيــصد ســال عمــر دارد و   مــي

  . اند در راه پيشرفت اين علم تلاش كردهاي  برجستههاي  دان رياضي

  . شويم ديفرانسيل آشنا مي ادلةدرادامه با تعاريف اولية مربوط به يك مع
  

  

  

                                                                                                                            

در ادامـة بحـث آشـنا       ... با مفاهيمي مانند معادلات مرتبة اول، معادلات مرتبـة دوم و             -1

  .شويم مي

هاي حل معادلات ديفرانسيل معمولي       و ارائه روش  بندي    در اين درس ما فقط به دسته       -2

  .شود  در درس رياضيات مهندسي مطرح مي،پردازيم و حل معادلات با مشتقات جزئي مي
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ايـن  اوليـة   خواهيم شما عزيـزان را بـا تعـاريف            بعد از آشنايي با تاريخچة معادلات ديفرانسيل، در اين قسمت مي          

  . آشنا كنيمموضوع 

dدو رابطـة   : معمـولي  معادلة ديفرانسيل  y dy
y x

dxdx
   

2

2
x و 0 y xy y sin x   2  را درنظـر    0

 نسبت بـه    y و مشتقات    x، متغير    yتابع  آنها  كه در   هستند  اي     دو رابطه  ةاين دو رابطه درواقع نمايند    . بگيريد

x  توان گفت هرگونه رابطـة بـين يـك تـابع         مي. گوييم  مي معادلة ديفرانسيل معمولي   و به آنها     اند   ظاهر شده

مـستقلش  و مـشتقات آن تـابع نـسبت بـه متغيـر             )  xننـد   ما(آن  ، متغيـر مـستقل      ) yماننـد   (تك متغيـره    

dyمانند(

dx
،d y

dx

2

2
  . يك معادلة ديفرانسيل معمولي نام دارد...)  و 

صـورت   در ايـن  .  اسـت  x تـابعي از     yفرض كنيـد     :مثال

  . هستندمعمولي همگي معادلة ديفرانسيل مقابل معادلات 

  

  

  

)با كمي دقت بگوييد كه آيا رابطة :لسؤا )
xy

x d y sin y d x e d x  2
  ؟ در نظر گرفتتوان يك معادلة ديفرانسيل   را مي0

رسـيم كـه       تقسيم كنيم، به معادلة زير مي      dxبرمعادله را   طرفين  ايد كه اگر       احتمالاً شما هم متوجه شده     :پاسخ

dy وx  ،yارتباطي بين 

dx
  . استمعمولي بنابراين معادلة داده شده يك معادلة ديفرانسيل .  است

  ( )
x y x ydy

x dy sin y d x e dx x sin y e
dx

      2 2
0 0  

),يعني (باشد  y و   xمتغيرهاي  تابعي از    uاگر   :سؤال )u f x y(  آيا رابطة ،
u u

x y
x y x

    

2
توان يـك      را مي  2

  ناميد؟ معمولي نسيل معادلة ديفرا

توان اين رابطه را يك معادلـة ديفرانـسيل معمـولي        باشد، نمي    يك تابع تك متغيره نمي     u با توجه به اينكه      :پاسخ

اينگونه از معادلات كه ارتباط بين يك تابع چند متغيره، مشتقات آن تـابع و متغيرهـاي آن تـابع را نـشان                       . ناميد

  . نامند مي ات جزئيمعادلة ديفرانسيل با مشتقدهد،  مي

  

اگـر تـابع مـوردنظر يـك        . كنند  بندي معادلات ديفرانسيل، آنها را به دو دستة كلي تقسيم مي            در اولين تقسيم  

yy:مثال(نامند    مي معادلة ديفرانسيل معمولي  متغيره باشد، معادلة ديفرانسيل موردنظر را يك         xy  0 ( و

معادلـة ديفرانـسيل بـا      باشـد، معادلـة مـوردنظر را يـك          ) يا بيشتر متغيره   2(غيره  اگر تابع موردنظر چند مت    

:مثال(نامند  مي مشتقات جزئي
u

xy
x y

   

2

0 .(  

كنـيم و هرجـا كلمـة          فقط در مورد معادلات ديفرانسيل معمولي بحث مـي         ،كتابدر اين   شايان ذكر است كه     

  . منظورمان همان معادلة ديفرانسيل معمولي استكرديم، دله استفاده معاگاهي معادله ديفرانسيل و يا حتي 

 dxتقسيم بر

( )yy y y x sin x    4 2
2 )1 

x

y y y e   23) 2 

x y y x  2 3
) 3 

( )y
x y y

y y

    
4

2 0) 4 
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 معادلات ديفرانسيل

. نامنـد   مـي  مرتبة آن معادلـه   بالاترين مرتبة مشتق موجود در يك معادلـه را           :مرتبة يك معادلة ديفرانسيل   

   :توجه كنيدزير براي درك بهتر به جدول 

    معادلة ديفرانسيل  بالاترين مرتبة مشتق  مرتبة معادله

d  2مرتبة  y

dx

2

2
  

xd y dy
y e

dxdx
  

2

2
5 4  1  

)  3مرتبة  )
y

3
  

( )
y y x y 3 2 5

2  2  

)  4مرتبة  )
y

4
  

( )( ) ( )y cos x y sin x  4
2  3  

y  1مرتبة    y y y sin x cos x  3
2  4  

)، منظور از  )2(در معادلة    :دقـت   )
y

)، منظـور از   )3(همين ترتيب در معادلة       و به  است   y مشتق سوم تابع     3 )
y

4 

yمنظور از) 4(در معادلة  است، در حاليكه yمشتق چهارم 
  .  است3 به توان y تابع 3

  

انطور كه مشاهده كرديد معادلاتي كه در آنها فقط مشتق اول تابع حضور دارد، معادلات ديفرانسيل مرتبـة                  هم

  : صورت زير است چند نمونه از اين معادلات به. دناول نام دار

  , ,
y

x y x y x y x sin y sin x yy x sin y e       2 2
2 0  

,ديفرانـسيلي با فرم    يمعادلاته قبلاً نيز گفتيم،     همانطور ك : نکتـه  ,( ) ( )M x y dx N x y dy 0   نيـز  را

  .توان به شكل معادلات مرتبة اول بازنويسي كرد مي

( ) ( )

dy
y

dxdx dy
y x dx x dy y x x y x x y

dx


           4 0 4 0 4   طور مثال به:  0

  

مرتبـة دو   (مراتب بالاتر    معادلات ديفرانسيل به دو دستة معادلات مرتبة اول و معادلات            ،طور كلي در اين كتاب      به

  . شوند بحث و بررسي مي) هاي يك و دو لفص( تقسيم و در دو فصل جداگانه )و بالاتر

اگر در يك معادلـة ديفرانـسيل هـيچ عبـارت غيرخطـي از تـابع و مـشتقات آن                     :و غيرخطي خطي  معادلات  

 غيرخطـي هر معادله ديفرانسيلي كه خطي نباشد را از سوي ديگر    ناميم و     مي خطيموجود نباشد، معادله را     

  : زير توجه كنيدكات نبه اين موضوع براي درك بهتر . گوييم مي

yهايي مانند   وجود عبارت  -1
2،sin y،yy ،y 3،y y   يك معادلة ديفرانـسيل را از حالـت خطـي خـارج     ...  و

  : وع معادلات زير همگي غيرخطي هستندبا توجه به اين موض. كند مي

  , ,( )
x d y d y

y y y e sin y y
dx dx

      
2 4

2

2 4
1 2 0 0    

  

  : توان به فرم كلي زير بازنويسي كرد  را ميnيك معادلة ديفرانسيل خطي مرتبة  -2

  
( ) ( ) ...( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

n n
a x y a x y a x y a x y f x

     1

1 1 0
  

 عامل غيرخطي  عامل غير خطي

  )، يك تابع غيرخطي است sin yتابع (

 و يا مشتقات آن از يكyاگر توان(عامل غيرخطي   

  .)شوند امل غيرخطي محسوب ميبيشتر باشد، ع
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 اي بر معادلات ديفرانسيل مقدمه: پيش فصل

  : خطي هستندهمگي با توجه به اين موضوع، معادلات زير 

  ,

d y dy
y y y x y

dxdx
      

3

3
2 0 5 0  

  

)وجود عباراتي مانند   -3 )sin x y ،x

e   كـه در آنهـا متغيـر        ...  وx              از حالـت خطـي خـارج شـده اسـت، باعـث 

ديفرانسيل زيـر خطـي محـسوب    معادلات با توجه به اين موضوع   . شود  غيرخطي شدن معادلة ديفرانسيل نمي    

  :دنشو مي

  ,( ) ( ) xsin x y cos x y e x y x y y ln x       2 2 2
0 2 2  

)معادلة ديفرانسيل  -4 )y x dx x dy  3  زيرا مشابه با آنچه كـه در        ،، يك معادلة ديفرانسيل خطي است     0

  : توان نوشت قبل نيز ديديم، مي

  ( )
dy dy

y x x x y x
dx dx

    ⇒   3 0 3 0  

 اگر يك معادلة ديفرانسيل نـسبت بـه مـشتق بـا بزرگتـرين مرتبـه را بتـوان                   :درجة يك معادلة ديفرانسيل   

را درجـة معادلـة   مـشتق موجـود در معادلـه    بـالاترين مرتبـه   آنگاه تـوان  اي نوشت،  صورت يك چندجمله   به

  : طور مثال به معادلات زير توجه كنيد به. نامند ديفرانسيل مي

  ( ) ( )y y y x   2 3
2) 1  

  

)3 از درجة  و3معادلة ديفرانسيل مرتبة    ) ( )y y y x     ⇒
3 2

2  
  

  

  
( )( ) ( ) x

sin x y x y y e   4 5
2) 2  

  

)1 از درجة  و5معادلة ديفرانسيل مرتبة    )
( ) ( ) ( )

x

y sin x y x y e     ⇒
5 1 4

2  

)معادلة ديفرانسيل : 1 تمرين )
x

e y y x y sin x    5
: 

  . ، بدون درجه است3غيرخطي، مرتبة ) 2  .  است5، درجة 3خطي، مرتبة ) 1

  . ، درجة يك است3تبة غيرخطي، مر) 4  .  است5، درجة 3غيرخطي، مرتبة ) 3

)دليل وجود    به :حل )y  مـشتق از   بالاترين مرتبة مـشتق موجـود در معادلـه،          از طرفي   ، معادله غيرخطي است،     5

اي  صـورت يـك چندجملـه    معادلة داده شده بهاز طرفي  . باشد   مي 3از مرتبة   شده  داده   است، پس معادله     3مرتبة  

yبراساس )   درجة آن برابر با تواناست، پس )  موجود بالاترين مرتبة مشتقy   بـا  . باشـد  برابـر يـك مـي   يعني

  . صحيح است) 4( گزينة توجه به اين توضيحات

  ( ) ( ) ( )
x

e y y x y sin x    1 1 5
  

  

 سوممرتبةخطيمعادلة دوممرتبة خطيمعادلة 

 dxتقسيم بر

 اي شكل چندجمله

 از مشتقات بزرگ به كوچك معادله نوشتن 

 از مشتقات بزرگ به كوچك معادله نوشتن 

 درجة معادله

 درجة معادله

 اي شكل چندجمله

 ك  از مشتقات بزرگ به كوچمعادلهنوشتن

 درجة معادله
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 معادلات ديفرانسيل

  : به معادلات ديفرانسيل زير توجه كنيد :معادلة ديفرانسيل همگن

  y y y x    2
2) 1  

  
x

xy e y y sin x    0) 2  

  yy cos x y  2
0) 3  

در اينگونـه معـادلات     . استمستقل   متغير   x تابع و    y كنيد، در معادلات ديفرانسيل فوق،      همانطور كه مشاهده مي   

)اي بـه شـكل   يعني جمله(رد  حضور دا مستقل  آن متغير   در  اي كه فقط      ديفرانسيل هرگاه جمله   )f x (   مـشاهده

معـادلات  با توجه به اين توضـيحات       . است ناهمگنصورت،    ناميده و در غير اين     همگننشود، معادلة ديفرانسيل را     

  . همگن است) 3(غيرهمگن بوده و معادلة در بالا ) 2(و ) 1(

nدر معادلة ديفرانسيل    : 2 تمرين md y dy
x y k sin x

dxdx
  

2

2
 در  k و   m   ،n مقادير مختلف پارامترهـاي      ي، به ازا   

 مورد خطي بودن و همگن  بودن معادله بحث كنيد؟ 

 حضور دارد مشاهده ) xيعني (مستقل اي كه در آن فقط متغير  اگر بخواهيم معادله همگن باشد، نبايد جمله : حـل 

  .  صفر شودkبودن معادله آن است كه همگن شود، با توجه به اين موضوع شرط 

 yزيرا خطي بودن به وجود پارامترهاي غيرخطـي بـراي     ( ربطي به خطي بودن معادله ندارد        k و   nمقدار  از طرفي   

m، عبارت كندتواند معادله را غيرخطي       اي كه مي    و تنها جمله  ) بستگي دارد 

y) y   به توان m  (شرط خطـي  . است

mهبودن اين معادله آن است ك 0يا m 1ازاي ساير مقادير براي   شود و بهm معادله غيرخطي است ، .  

A��� �������	
 ��

�� �	 ����   

)يك تابع مانند   )y f x   واب يـك   ج. ، هرگاه آن تابع در معادله صدق كند       ناميم  ميديفرانسيل   ة را جواب معادل

باشد، كه در ادامـه هـر    جواب غيرعادييا و خاص جواب ، جواب عموميهاي  صورت تواند به معادلة ديفرانسيل مي  

  .  دهيم توضيح ميجداگانه يك را 

ــع xتواب

y e


1
،x

y e 2

2
x و يــا x

y e e
  2

3
 معادلــةدر توابــع ايــن همگــي . را درنظــر بگيريــد  2

y y y   2 در معادلـه   از توابع دو بار مشتق بگيـريم و          بايد   ،براي نشان دادن اين موضوع    . كنند  صدق مي  0

 ،صورت  اين و در غير  دانست  جواب معادله   توان آنها را      ازاي اين توابع برقرار شد، مي       معادله به  اگر   .جايگذاري كنيم 

yبه عنوان مثال براي كنترل. دباشن جواب معادله نمي
1

y و
2

  : آورددست  هاي اول و دوم آنها را به بايد مشتق 

  ,
x x x

y e y e y e
       

1 1 1
yكنترل:  

1
  

  ( ) ( )x x x x x x

y y y
e e e e e e
     

   
       

2 0

2 2 0  

  
x

y e


1
   ⇒. يك جواب معادلة فوق است

  : همين ترتيب داريم به

  ,
x x x

y e y e y e    2 2 2

2 2 2
2 yكنترل:  4

2
  

  ( ) ( )x x x x x

y y y
e e e e e

   
     2 2 2 2 2

2 0

4 2 2 4 4 0  

xكنيد، همانطور كه مشاهده مي

y e 2

2
  . يك جواب معادلة فوق استنيز  

 جايگذاري در معادله

 . اي كه فقط براساس متغير مستقل استجمله

 . اي كه فقط براساس متغير مستقل استجمله

 گيري دو بار مشتق

 جايگذاري در معادله

 گيري دو بار مشتق
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 اي بر معادلات ديفرانسيل مقدمه: پيش فصل

  

x كه نشان دهيد،عنوان تمرين بيشتر هب x
y e e

  2
  . معادله استبراي  نيز يك جواب 2

  

cازاي هر دو عدد حقيقي      توان نشان داد كه به     همين ترتيب مي    به
1

c و 
2

x، تابع x

y c e c e
  2

1 2
 يـك جـواب   

y ديفرانسيل ةاز معادل  y y   2 چنين جوابي از معادله كه شامل پارامترهاي ثابت و دربرگيرنـدة             به.  است 0

عمـومي  كنيد جواب     همانطور كه مشاهده مي   . گويند  مي جواب عمومي معادله  هاي معادله است،      اي از جواب    دسته

cثابت پارامتر   2، داراي   2اين معادلة مرتبة    
1

c و 
2

توان نشان داد كه جواب عمـومي يـك    مي در حالت كلي .است 

حال اگر مقادير تابع و بعضي از مشتقات آن را در يك يا چنـد               . باشد پارامتر ثابت    nداراي  بايد   nمعادله از مرتبة    

بـا محاسـبة   . دين ـآ دست مي  به ثابتپارامترهاي) يندگو معادله مي شرايط اوليه به اين مقادير،    (نقطه داشته باشيم    

  . ناميم مي معادلهخاص جواب را   معادله فقط يك جواب خواهد داشت كه آن، ثابتپارامترهاي

xدانيم كه   بالا مي  از بحث  :مثال x

y c e c e
  2

1 2
y جواب عمومي معادلة    y y   2 حـال اگـر    .  اسـت  0

)ةشرايط اولي )y 0 ) و1 )y  0   :آيد دست مي صورت زير به آن بهخاص  داده شده باشد، جواب 0

  
x x x x

y c e c e y c e c e
      2 2

1 2 1 2
2  

  
,

,

( )

( )

x y

x y

y c e c e c c

c e c e c cy

 

 

⎧     ⇒  
⎪
⎨

    ⇒   ⎪
⎩

 

0 0

1 2 1 2
0 1

0 0

1 2 1 200

0 1

0

1 1

0 0 2 2 0

  

  c c c c ⇒     ⇒ 
2 2 1 1

1 1 2
3 1 1

3 3 3
  

xه شده باشد، برابر بابنابراين جواب خاص معادله كه متناظر با شرايط اولية داد x

y e e
  22 1

3 3
  .  است

هـستند كـه از جـواب عمـومي آنهـا           ) هايي  يا جواب (داراي جواب   ل  يديفرانسبعضي از معادلات     :جواب غيرعادي 

مـاس  منمودار آنها بر همة نمودارهاي جـواب عمـومي معادلـه            كنند و     ولي در معادله صدق مي     ،آيند  دست نمي   به

  . گويند معادله مي جواب غيرعادين جوابي، به چني. است

)كه معادلة غيرخطي  دهيد  نشان   : 3 تمرين )yy y  2 2
)هايي به فرم    جواب داراي   1 )x c y  2 2

همچنـين  و   1

yهاي جواب     .است 1

  :  براي نشان دادن اين موضوع، به روند زير توجه كنيد:حل

  ( ) ( ) ( )x c y x c yy yy x c        ⇒   2 2
1 2 2 0 2 2  

  ( ) ( ) ( )yy x c yy x c      2 2
  

.رابطة داده شده در معادله صدق كرد، پس جواب معادله است
( )

( )
x c y

yy y
⇒   

   ⇒
2 2

2 2

1

1  

yتوان نشان داد كه خطوط همين ترتيب مي به  1نيز جواب معادله هستند  :  

.كنند ميمعادله صدق در   
( )

( )
y yy

y yy y

y y

⎧   ⇒ ⎪   ⇒ ⇒   ⇒⎨
 ⇒  ⎪⎩

2

2 2

2 2

0 0
1 1

1 1 0

  

 مشتق

 جايگذاري در جواب عمومي 

 جايگذاري در جواب عمومي 

 جايگذاري در معادلة اول

 xمشتق نسبت به 

 2توان

):فرض )x c y  2 2
1 

 جمع دو معادله
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 معادلات ديفرانسيل

 حضور دارد كـه بـا تغييـرش جـواب     cكه در آن پارامتري مانند (معادله اين جواب عمومي توان گفت  در واقع مي 

),هايي به مركز    دايره) شود  معادله عوض مي   )c y و شعاع يك هـستند و خطـوط      0  1  هـايي از معادلـه    جـواب

yبنـابراين . باشـند  مماس مـي معادله بر همة نمودارهاي جواب عمومي ند كه  هست  1، هـاي غيرعـادي     جـواب

yهاي  دقت كنيد كه جواب   (معادله هستند     1   ازاء هـيچ   يعنـي بـه  آينـد،   نمـي دسـت    از روي جواب عمومي به

yل، جواب عمومي به شك cمقداري براي   1شود  نوشته نمي( .  

وانند جواب غيرعادي داشته باشند و اين موضوع يعنـي      ت  توان نشان داد كه تنها معادلات غيرخطي مي         مي: تـذکر 

  . تواند جواب غيرعادي داشته باشد يك معادلة خطي نمي

  . ف را به شما ياد خواهيم داددست آوردن جواب غيرعادي چند تابع معرو  در فصل دوم، شيوة به:تذکر

A���  ����� ����	
��
�� ������  

معادلة ديفرانسيل متناظر با جوابي كه توان يك  ميخواهيم به شما عزيزان ياد دهيم كه چگونه       در اين قسمت مي   

  . دست آورد دهند را به در صورت سؤال به شما مي

  : مكني ترتيب طي مي هاي زير را به گامبراي اين منظور، 

 موجـود در آن، از جـواب مـشتق          ثابـت پارامترهـاي   بـه تعـداد     و  ابتدا جواب داده شده را درنظر گرفتـه          :گام اول 

  . گيريم مي

يك دستگاه تشكيل  ،داده شدهگيري و جواب عمومي اوليه     دست آمده از هر بار مشتق       به كمك روابط به    :گام دوم 

در واقـع   . دستگاه، تمام پارامترهاي ثابت را حذف كنـيم       اين  موجود در   كنيم به كمك روابط       دهيم و تلاش مي     مي

براي .  چشم نخورد طوري كه هيچ پارامتر ثابتي در آن به  به،بايد به يك معادله برحسب تابع و مشتقات آن برسيم         

  . هاي بعد توجه كنيد به تمريناين موضوع درك بهتر 

 . دست آوريد به در دسته توابع زير را cمعادلة حاصل از حذف پارامتر   :4 تمرين

1(y cx      2(x y c 2 2
  

هـاي   توجه كنيد كه چون در جواب. هاي بيان شده عمل مي كنيم      مطابق گام از موارد داده شده،      در هر يك     :حـل 

 همچنـين در همـة      .بار مشتق بگيـريم     داده شده تنها يك ثابت وجود دارد، پس كافي است از هر معادله تنها يك              

  : كنيم  فرض ميx را تابعي از y را متغير مستقل و xموارد 

y cx  

 مـشتق بـار   يـك فقـط   xاز جواب داده شده نسبت به       ،   در معادله  ثابتپارامتر  يك  تنها  با توجه به حضور      :گام اول 

   :گيريم مي

  y cx y c    

  : كنيم  را حذف ميcموردنظر را تشكيل داده و دستگاه  :گام دوم

  : موردنظرديفرانسيل معادلة 

  
y cx y cx

y y x
y cy c

⎧   ⇒ ⎨  ⎩
  

 xمشتق نسبت به 

  cحذف 

  با تقسيم طرفين 
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 اي بر معادلات ديفرانسيل مقدمه: پيش فصل

x y 31

2

x y c 2 2 2
  

  : گيريم بار مشتق مي يكفقط  داده شده رابطة ، از در معادلهثابتپارامتر يك تنها با توجه به حضور  :گام اول

  x y c x yy     2 2 2
2 2 0  

اي كـه بـه آن        حـضور نـدارد، عمـلاً معادلـه       ثابتي  با توجه به اينكه در معادلة جديد حاصل شده پارامتر            :گام دوم 
x  . ايم، همان معادلة ديفرانسيل حاكم است و نيازي به تشكيل دستگاه نيست     رسيده yy  2 2 0  

  

)دانيم اگر   مي )y f x ،گيري از طرفين نسبت به         با مشتق   باشدx عبارت ( )y f x   آيـد   دسـت مـي      بـه .

)حال اگر )y f x2گيري از طرفين نسبت به   باشد، با مشتقxداريم  :  

  ( ) ( )y f x yy f x   2
2  

  

هاي معادلة ديفرانسيل حاصل از حذف پارامترهاي ثابت در دسته منحني : 5 تمرين
c

y c x
x

  2

1
  كدام است؟ 

1(x y x y y   2
0    2(x y y  2

  )77 -رياضي (    0

3(x y xy y   2
0    4(x y x y y   2

0  

  : كنيم هاي زير را طي مي  مطابق دستورالعمل بيان شده، گام:حل

  : گيريم مشتق مياز آن هاي داده شده داراي دو پارامتر ثابت است، دوبار   منحنياز آنجاكه دسته :گام اول

  
c c c

y c x y c y
x x x

   ⇒   ⇒ 2 2 2

1 1 2 3

2
  

cپارامترهايكنيم  تلاش مي دستگاه زير را تشكيل داده و :گام دوم
1

c و
2

  : حذف كنيمدر آن  را 

  

( )

( )

( )

c
y c x

x

c
y c

x

c
y

x

⎧  ⎪
⎪
⎪   ⎨
⎪
⎪  ⎪
⎩

2

1

2

1 2

2

3

1

2

2
3

    

  

c

c y y x y

x

  ⇒    
2

1 2

1

2
cجايگذاري

2
c,)2( در رابطة  x y ⇒  3

2

1

2
  )3(رابطة 

cبا جايگذاريدر ادامه 
1

c و
2

  :  در رابطة اول داريم

  

,c y x y c x yc
y c x y x y x y x y

x

    
       

3

1 2

1 1

2 22 2 2

1

1 1

2 2
  ) 1(رابطة  : 

x)        4گزينة (   y xy y ⇒   2
0  

  

عنــوان يــك ايــدة جالــب، در حالــت كلــي معادلــة ديفرانــسيل مرتبــة دوم متنــاظر بــا جــواب             بــه
( ) ( )y c p x c q x 

1 2
  : دست آورد توان با محاسبة حاصل دترمينان زير به  را مي

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

p x q x y

p x q x y

p x q x y

   
  

0  

  . توان اين نكته را به معادلات مرتبة بالاتر نيز تعميم داد توجه داشته باشيد كه مي

 xمشتق نسبت به

 مشتق
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 معادلات ديفرانسيل

xمعادلة متناظر با جواب : 6 تمرين
y ce   . دست آوريد  را به2

  : حل

ن مشتق گرفته و ثابـت      بار از آ    وجود دارد، يك  ) cيعني  (ثابت  پارامتر  يك  تنها   از آنجاكه در اين جواب       :روش اول 

cكنيم  را بين روابط حذف مي :  

  

x x

xx

y ce y ce
y y y y

y cey ce

⎧ ⎪     ⇒  ⇒  ⎨  ⎪⎩

2 2

22

1
2 2 0

222

  

  : توان از نكتة قبل استفاده كرد براي يافتن معادلة متناظر با اين جواب مي :روش دوم

  
( )

( )

x
x

ex x x

x

p x y e y
y c e e y e y y y

p x y e y

  ⇒       
  

2
2

2 2 2

2

2 0 2 0

2

  

cمعادلة ديفرانسيل متناظر با منحني  : 7 تمرين x c y 2 2

1 2
 . دست آوريد  را به1

cثابـت پـارامتر   در جواب معادله دو      از آنجاكه    :حل
1

c و 
2

گيـريم و تـلاش     وجـود دارد، از آن دو بـار مـشتق مـي            

  : كنيم كه پارامترهاي ثابت را بين روابط حذف كنيم مي

  

( ) ( )

c yy
c x c yy c x c yy

c x

c
c c y yy y yy

c

⎧    ⇒   ⇒  ⎪⎪
⎨
⎪       ⇒   
⎪⎩

1

1 2 1 2

2

2 21

1 2

2

2 22 2 0

2 2 0

  

  
yy

y yy x y x yy yy
x

    ⇒   ⇒   2 2
0  

  

yyبراي محاسبة مشتق كنيم صورت زير عمل مي  به :  

  

  ( )y y y y y y y yy        2  

  

  

 ةمنظـور اسـتفاد     بـه . كـاربرد دارد  درس معادلات ديفرانـسيل     در  ) 1(عمومي  رياضي  بعضي از مفاهيم    : تذکر مهم 

اگـر ايـن مطالـب را       . ايـم   آورده) در انتهـاي كتـاب    ( در فصل پيوسـت       اين مطالب را    از كتاب،  تر شما عزيزان    ساده

  . ابتدا فصل پيوست را مرور كنيدكه كنيم  ايد، به شما توصيه مي فراموش كرده

 تقسيم

 گيري بار مشتق يك:

 گيري دو بار مشتق:

 اولي

 دومي

 مشتق

 مشتق اولي 

 دومي 

 اولي

 مشتق دومي

( )p x



A�������� �� �	�
�� 
�����  �	��  

 dx و xهاي شـامل    همة عبارت ر يك معادلة ديفرانسيل مرتبة اول، بتوانيم        اگر د 

 را بـه طـرف      dy و yهاي شامل   و همة عبارت  داشته  را در يك طرف معادله نگه       

فـرم  . نـاميم   مـي  پـذير   تفكيك اين معادلة مرتبة اول را        ديگر معادله منتقل كنيم،   

  :به شكل زير استدسته از معادلات كلي اين 

  ( ) ( )
dy

y g x h y
dx

    

را در  دسـته از معـادلات      هايي از ايـن       نمونهشما عزيزان،   در ادامه براي درك بهتر      

  :ايم آوردهجدول زير 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

خواهيم به بررسـي      از آشنايي اوليه با شكل كلي اين نوع از معادلات، حال مي           بعد  

  .شيوة حل آنها بپردازيم
  

 �
�� 

��
� 	 �


 )
 ��
� � �

ٟ ��ٟٝ◌ٝ ��
 

�
�

� � ��
  

� �� ���  
 
(

 
 

  هايي براي درك بهتر مثال

  معادلة ديفرانسيل  توضيحات

dyصـورت   تـوان بـه     معادله را مي   sin x dx 5 

  .پذير است  اين معادله تفكيك، پسنوشت

dy
sin x

dx
 5  

صـورت زيـر از هـم          به y و xهاي شامل   عبارت

  :شوند جدا مي

xdx e dy  3
  

xe dx dy
⇒  3

  

  .پذير است بنابراين اين معادله تفكيك

xdx e dy 3
0  

 xهاي شامل     با كمي تغيير در اين معادله، عبارت      

  :شوند  از هم جدا ميyو 

yx ln x dy e dx   

y dx
e dy

x ln x


⇒    

  .پذير است درنتيجه اين معادله تفكيك

yx ln x dy e dx 0  

  :توان نوشت سازي مي با اندكي ساده

x ydy
e e

dx
 3 2

  

y xe dy e dx
⇒ 2 3

  

  .پذير است پس اين معادله نيز تفكيك

x ydy
e

dx
 3 2

  

  اولهاي قسمت  زير شاخه

A-1-   ــة ــا معادلـ ــنايي بـ آشـ

  پذير تفكيك

A -2 -      يك تغييرمتغير مهـم در

  پذير معادلة تفكيك
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 لمعادلات مرتبة او: فصل اول

  

����� ��	
�� 
� �������� ����  

  :كنيم هاي زير را طي مي  گام،دست آوردن جواب اين دسته از معادلات  بهبراي

جـدا  از هـم     را   y و xهـاي شـامل      انجام داديم، عبـارت    صفحة قبل دول   ابتدا مشابه با روندي كه در ج       :گام اول 

 در طـرف ديگـر      dy و yهاي شـامل     در يك طرف معادله و عبارت      dx و xهاي شامل   كه عبارت  طوري  به،  كرده

  : مثالطور به. معادله قرار گيرند

  

dy
y

dxx x xdy
y e sec y e cos y dy e dx

dx cos y

 
     ⇒ 1

  

  

  . ايم با اين كار شكل تفكيك شدة معادله را ايجاد كرده

طـور   بـه . آيـد  دست مـي   جواب معادله به،معادله و محاسبة حاصل انتگرال   اين  گيري از طرفين       با انتگرال  :گام دوم 

  : مثال، در ادامة حل معادلة فوق داريم

  
x x xcos y dy e dx cos y dy e dx sin y e c   ⇒  ∫ ∫  

مقـدار ايـن عـدد ثابـت بـا          . شود مي در يك طرف معادله نوشته       c عدد ثابت   گيري،  توجه كنيد كه پس از انتگرال     

  .آيد  ميدست شود، به  داده ميسؤالاي كه در صورت  استفاده از شرايط اوليه

هايي اسـت كـه در طـرفين آن ايجـاد         ترين موضوع در حل اين نوع از معادلات، توانايي حل انتگرال             اصلي :دقت 

به آن اشاره كـرديم،      پيوستاي هستند و با مطالبي كه در فصل           هاي ساده   ها معمولاً انتگرال    اين انتگرال . دنشو  مي

  .شوند سادگي حل مي به

 .دست آوريد بههاي زير را  جواب معادله : 1 تمرين

1(x
e dx y dy  ) و0 )y 0   )89 آزاد -عمران (  1

2(
dy x x

dx y


2

1
xةبا شرط اولي   yو  0    )85 -ژئوفيزيك (  1

3(
( )

x dy y dx

x y

 


2 2

2
0  

  :حل

  :آيد پذير درمي است، اين معادله به سادگي به فرم تفكيكمشخص اهر معادلة اول ظاز همانطور كه 

  
x xe dx y dy y dy e dx  ⇒ 0  

  :آيد دست مي جواب معادله بهرابطة فوق، گيري از طرفين  در ادامه با انتگرال

  
x x xy

y dy e dx y dy e dx e c   ⇒  ∫ ∫
2

2
  

  :كنيم تعيين مي را c مقدار ثابتة مسئله،و در نهايت با استفاده از شرط اولي

  
,

,
x yx

x y
e c e c c

y

 ⎧
     ⇒  ⎨ ⎩

2 2
0 1 0

0 11

2 2 21
  شرط اوليه : 

  
c

x x xy y
e c e y e

        
1

2 2
2 22

1
2 1

2 2 2
  جواب نهايي معادله : 

گيري انتگرال 

گيري انتگرال 

( )h y ( )g x

1
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 معادلات ديفرانسيل

  : شود و داريم پذير نوشته مي سادگي به فرم تفكيك در اين معادلة مرتبة اول نيز، معادله به

  
x xdy

y dy x x dx
dx y

 ⇒  
2

21
1  

  ( )
y

y dy x x dx x c   ⇒   ∫ ∫
32

2 2 21
1

1
2 3

  

  

  : براي حل انتگرال طرف دوم، كافيست از تغييرمتغير سادة زير استفاده كنيم

  ( )
u x

du x dx

u
x x dx x x dx u du c u c

 


       ∫ ∫ ∫

2

3

3
21

2 2 2

2

1
1 1 1 1

1
32 2 3

2
2

2

  

  

  :قابل محاسبه استصورت زير  به c ثابت،با جايگذاري شرط اوليهدر ادامه 

  ( ) ( ) ( )
x

y

x y
y x c c

y




⎧
 ⇒ ⇒       ⎨ ⎩

3 32 2
02 22 2

1

0 1 11
0 1 1 1 0

2 3 2 31
  

  ( )
y

c c c x  ⇒   ⇒     
32

2 2
1 1 1 1 1 1

1
2 3 2 3 6 2 3

1

6
  

  

  :توجه كنيدجالب داده شده به معادلة 

  
( )

x dy y dx

x y

 


2 2

2
0  

بـراي برقـراري رابطـة فـوق،        صفر باشد، بنابراين    برابر  دانيم كسري برابر صفر است كه صورت آن           همانطور كه مي  

  : شودصورت كسر بايد برابر صفر 

  
dy dx

x dy y dx x dy y dx
y x

 ⇒   ⇒  ⇒ 2 2 2 2

2 2
0    كسر صورت0

گيري از  انتگرالو با پذير است   تفكيكةمعادل عملاً يك ،اي كه به آن رسيديم   كنيد، رابطه   يمهمانطور كه مشاهده    

  :توان نوشت ميآن طرفين 

  
dy dx dy dx

c
y xy x y x

   ⇒    ∫ ∫2 2 2 2

1 1
  

  )k c ثابت است        (
x

y
kx


1

cx   يا    x
c y

y x y x cx


⇒   ⇒  ⇒  

1 1 1 1

1
  

)ةجواب مسئل   : 2 تمرين )y 0 ) و 1 )yy y x   2 2
 )83 -عمران (   كدام است؟1

1(
x

ye
 

3

1    2(

x

y e 
3

2

2 32 1  

3(

x

y e


  
3

3 32 1    4(

x

x y e 
3

2 2 2 3  

ريگي انتگرال 

گيري انتگرال 

 جواب معادله

c
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 لمعادلات مرتبة او: فصل اول

هـاي   عبـارت تـوان ديـد كـه     راحتـي مـي   بـه ة مرتبة اول در اين معادلايم،    با سؤال نسبتاً جالبي برخورد كرده      :حل

  :بنابراين داريم. پذير روبرو هستيم شوند و عملاً با يك معادلة تفكيك مي از هم جدا y وxشامل

  .( )

dy
y

dxyy y dy
yy y x x x

dxy y

   ⇒   
 

2 2 2 2

2 2
1

1 1

  

  
y dyy

dy x dx x dx
y y

⇒   
 ∫ ∫

2 2

2 2
1 1

  هشكل تفكيك شد

  ( )
y dy x x

c ln y c
y

⇒   ⇒   
∫

3 3

2

2

1
1

2 1

1 2

3 2 3
  

  
( )

( ) ( )
x c xexp cln y x c y e e e I

        
3 32 2

2
2 2 3 2 23 3

2
1 2 1

3
  

  

lnاگر a bتوان گفت   باشد، ميb
a eاست :  

exp b
ln a b a e    

  

cتوان نتيجه گرفت كه      مي ،عدد ثابت است  يك   cچوندر ادامه   

e
را با پارامتر ثابـت       توان آن   و مي  نيز يك عدد ثابت بوده       2

  : نشان دادkديگري مانند 

  ( )
x x

I y ke y ke  ⇒  
3 32 2

2 23 31 1  

  
( )( )

,
y

x y
ke k k


    ⇒   ⇒ 

32
0

0 1 2 3

0 1
1 1 1 1  kاعمال شرط اوليه و محاسبة 2

kبا جايگذاريدرنهايت     : آيد دست مي ر بهصورت زي معادله به جواب ،2

 )     2گزينة  (  

x

y e 
32

2 32 1  

جواب معادلة   : 3 تمرين
y x y

y

x x y

 


2

2
 )92 -مواد (    كدام است؟ ،

1(y ln y x c  21 1

2 2
  2(y y x c  2 21 1

2 2
  

3(| |
y

ln y x c
x

  2 21 1

2 2
  4(ln y y x c  2 31 1

2 2
  

در اين معادلـة   y وxهاي شامل  براي محاسبة جواب معادلة فوق، عبارت     شود كه     ي دقت مشاهده مي   با كم  :حل

  :پذير روبرو هستيم شوند و عملاً با يك معادلة تفكيك مياز هم جدا مرتبة اول، 

  
( ) ( )

( ) ( )

dy
y

dxy x y xy x y dy
y

dxx x y x y x y

      
  

2 22

2 2 2

1 1

1 1

  

  
( ) ( )

( ) ( ) ( )
y x

dy dx y dy x dx I
y x y x

 
⇒  ⇒   

2 2
1 11   شكل تفكيك شده1

  :يدآ دست مي  بههسادگي جواب معادل ، بهفوقگيري از طرفين رابطة  در ادامه با انتگرال

  ( ) ( ) ( ) | | | |
y x

I y dy x dx ln y ln x c
y x

    ⇒    ∫ ∫
2 2

1 1

2 2
  

| )      3گزينة (   | | | | |
y

ln y ln x y x c ln y x c
x

⇒     ⇒   2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2
  

گيريانتگرال

گيري انتگرال 

c
k e 2

 عدد ثابت : 
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 توصيه نامة فصل اول

ax by e

cx dy f

  ⎧
⎨   ⎩

0

0

  

  

كـه بـا    طـوري  بار ديگر نكات مهم و پر تكرار اين فصل را با هم مـرور كنـيم، بـه    خواهيم يك   در اين قسمت مي   

 اول، ابتدا نـوع آن را تـشخيص   ةرو شدن با معادلات مرتب     مطالعة اين چند صفحه قادر خواهيد شد هنگام روبه        

 اول را به    ة ابتدا انواع مختلف معادلات مرتب     براي اين منظور  .  بيابيد را براي آن  داده و سپس روش مناسب حل       

تـوان از     دهيم كه چگونـه مـي       طور خلاصه بيان كرده و در ادامه به شما عزيزان ياد مي             همراه روش حل آنها به    

  .  اول نوع آن را تشخيص دادةيك معادلة مرتب

هاي شامل    ي كرد كه تمام عبارت    اي بازنويس   گونه   ديفرانسيل را به   ةهرگاه بتوان يك معادل    :پذير  معادلة تفكيك 

xهــاي شــامل  طــرف معادلــه و تمــام عبــارت  در يــكy صــورت  يعنــي بــه( در طــرف ديگــر معادلــه باشــند

( ) ( )f x dx f y dy  (نامند پذير مي معادله را تفكيك) 5 تا 1هاي  تمرين.(  

)فــرم كلــي توجــه داشــته باشــيد كــه هــر معادلــه بــه  )y f ax by c   تــوان بــا تغييرمتغيــر  را مــي 

u ax by c  8 تا 6 هاي تمرين(پذير تبديل كرد   به يك معادلة تفكيك(.  

  . آيد دست مي پذير، جواب معادله به گيري از طرفين يك معادلة تفكيك با انتگرال :استراتژي حل

),اگـر تـابع    :معادلة همگن  )f x y    ـ  ) گـن از مرتبـة صـفر      هم( همگـن   فـرم كلـي      ديفرانـسيل بـه    ةباشـد، معادل

,( )y f x y   بنابراين معادلة ديفرانـسيل     . نامند   همگن مي  ة را معادل, ,( ) ( )M x y dx N x y dy 0 

  .  هر دو همگن از مرتبة يكسان باشند، همگن استN و Mشرط آنكه توابع  نيز به

),ةتابع دو متغير :ادآوریي )f x y را همگن از مرتبة nگوييم، هرگاه , ,( ) ( )nf x y f x y    

يك معادلة همگن با تغييرمتغير    : استراتژي حل 
y

u
x

)  و درنتيجهy xu و y u xu   (    به يك معادلـة

  .)10 و 9 هاي نتمري(د شو پذير تبديل مي تفكيك

y معادلاتي كه در آنها:دقت  صورت تابعي از  به
y

x
x يا

y
  ).12 و 11 هاي تمرين(آيد، همگن هستند  دست مي  به

)صـورت   كه در درسنامه بيان كرديم، هر معادلـه بـه           همانطور )
ax by e

y f
cx dy f

              را در دو حالـت زيـر بررسـي 

  : كنيم مي

adاگر) الف bc :معادله با تغييرمتغيرu ax by شود پذير تبديل مي  تفكيكة به يك معادل .  

adاگر) ب bc :  معادله با تغييرمتغيرهاي
X x x

Y y y

 ⎧
⎨  ⎩

0

0

) به معادلة همگن    )
aX bY

Y f
cX dY

 
شود    تبديل مي  ′

),نقطةكه در آن  )x y
0 0

  : استمقابل  همان محل برخورد دو خط 

    ) 80 و 79هاي  تمرين(

)صورت  بتوان به كه   ديفرانسيل را     هر معادلة  :معادلة مرتبة اول خطي    ) ( )y p x y q x   يسي كرد، يك    بازنو

  . معادلة مرتبة اول خطي است

  : آوريم دست مي ساز معادله را از رابطة زير به ابتدا عامل انتگرال: استراتژي حل

  

( )
( )

p x dx
M x e ∫

  

  : آيد دست مي گيري از طرفين آن جواب معادله به  با تشكيل رابطة زير و انتگرالو در ادامه

  ( ( ) ) ( ) ( )M x y M x q x   
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 معادلات ديفرانسيل

  

y اول خطي، حتماً بايد ضريب     ة توجه كنيد كه براي حل يك معادلة مرتب        :دقـت          برابر يك باشد، اگر نبـود 
yمعادله را بر ضريب 16 تا 13هاي  تمرين(كنيم   تقسيم مي(.  

  :دو ايدة جالب

 مرتب كرد، فرم كلـي      x اول برحسب    ةصورت يك معادلة خطي مرتب      ن به توا  بعضي از معادلات را مي     :ايدة اول 
)  : استمقابل صورت  اين دسته از معادلات به  ) ( )x p y x q y    

  .)18 و 17 هاي تمرين(آوريم  دست مي  اول خطي بهةمطابق استراتژي حل معادلات مرتبرا  آنكه جواب 

توجه كنيـد   (شوند     اول تبديل مي   ةمتغير به معادلة خطي مرتب    غييركمك يك ت    بعضي از معادلات به    :ايدة دوم 
 ولـي   ،شـوند    اول تبـديل مـي     ةكه معادلات برنولي و ريكاتي نيز با تغييرمتغيير مناسب به معادلة خطـي مرتب ـ             

  ). پردازيم اي جدا به آنها مي در دستهاين معادلات، دليل اهميت  به

ــه  )صــورت فــرم كلــي معــادلات مــوردنظر ب ) ( ) ( ) ( )y h y p x h y q x    ــراي حــل آن از  اســت، كــه ب
)تغييرمتغير )u h yكنيم  اول خطي حاصل را حل ميةكنيم و سپس معادلة مرتب  استفاده مي .  

)فرم كلي اين دسته از معادلات و تشخيص تغييرمتغير    براي رسيدن به   :دقت  )u h y   توجه كنيـد كـه در 
  .)21 تا 19 هاي تمرين( موجود باشد yسمت راست معادله نبايد عبارتي برحسب 

  : معادلة برنولي و ريكاتي

)فرم كلي   هر معادله به  : معادلة برنولي ) الف ) ( )
n

y p x y q x y         يك معادلة برنولي از مرتبة n    توجـه  ( اسـت
yكنيد كه ضريب  يك است و ،nتواند كسري يا منفي هم باشد  مي .(  

nابتدا با تغييرمتغير: استراتژي حل

u y
   : كنيم صورت معادلة خطي زير تبديل مي  معادله را به1

  ( ) ( )
u

p x u q x
n

  1  

n، عبـارت  uجـاي   دست آمده بـه  دست آمده را حل و درنهايت، در جواب به       خطي به  ةادامه معادل و در   

y
1 را 

  .)26 تا 23 هاي تمرين(دهيم  قرار مي

)يك معادله به فـرم كلـي      : معادلة ريكاتي ) ب ) ( ) ( )y p x y p x y p x    2

1 2 3
p كـه در آن    0

2
p و 

3
 

y، همواره يك جواب از معادلـه ماننـد        براي حل يك معادلة ريكاتي    . نامند  ناصفرند را معادلة ريكاتي مي    
1

 لازم  
  . شود ها تعيين مي گزينهبه است كه يا از صورت سؤال و يا با توجه 

yمعادلة ريكاتي را با تغييرمتغير    :استراتژي حـل   y
u

 
1

 ـ 1 را حـل    خطـي تبـديل كـرده و آن   ة به يـك معادل

  .)27تمرين (كنيم  مي

,فرم كلي   يك معادله به   :معادلة كامل  ,( ) ( )M x y dx N x y dy 0       شـرط     يك معادلة كامل اسـت، بـه
  .  باشدx نسبت به N برابر مشتق y نسبت به Mآنكه مشتق 

  
y x

M N     يا    M N

y x

    

  : كنيم روابط زير استفاده مي براي حل يك معادلة كامل از يكي از :استراتژي حل

*

N :از جملاتي N كه xندارند   .  
*M dx N dy c ∫ ∫) 1  

*M : جملاتي ازM كه yندارند   .  
*M dx N dy c ∫ ∫) 2  

تر از ديگري   انتگرال در يكي بسيار سادهةي مواقع محاسبخاطر داشته باشيد زيرا در بعض بهتر است هر دو رابطه را به
  .)33 تا 28 هاي تمرين(است 

  



  

  

 

 

129 

 توصيه نامة فصل اول

  

به اين . توان با ضرب كردن در يك عبارت به يك معادلة كامل تبديل كرد بعضي از معادلاتي كه كامل نيستند را مي

در حالـت   ) غير كامل (ساز يك معادله      المحاسبة عامل انتگر  . گوييم  مي) فاكتور انتگرال يا  (ساز     عامل انتگرال  ،ضريب

همين منظور دو حالت خاص كه بيشتر در كنكور مورد توجه طراحان بوده اسـت            به. كلي پيچيده و كم كاربرد است     

  : كنيم را مرور مي

yاگر عبارت) الف x
M N

N


  :آيد ست ميد ساز معادله از رابطة زير به  باشد، عامل انتگرالx فقط تابعي از 

  ( )

y xM N
dx

Ny e


 ∫
  

  )42 و 39، 37 هاي تمرين(

yاگر عبارت) ب x
M N

M


  فقط تابعي ازyآيد دست مي ساز معادله از رابطة زير به  باشد، عامل انتگرال:  

  ( )

y xM N
dy

M
x e


 ∫

  

  )41 و 38، 36 هاي تمرين(

مـثلاً  (شـود   هـا بيـان مـي    ساز يا در صورت سـؤال يـا در گزينـه    م كلي عامل انتگرال در بعضي از سؤالات فر    :توجـه 

x y  يا x y2 2
شـرط كامـل    برقـراري   توان با ضـرب فـرم كلـي داده شـده در معادلـه و                  در اين موارد مي   ). 

)بودن )
y x

M N40 و 35، 34 هاي تمرين(آورد دست  را بهساز   عامل انتگرال(.  

  : معادلات كلرو و لاگرانژ

)هر معادله به فرم كلي    : رولمعادلة ك ) الف )y xy f y      براي تعيين جـواب عمـومي       . يك معادلة كلرو است 

yجاي آن كافي است در معادلة داده شده به  پارامتر ثابت ،cا قرار دهيم ر :  

)  ) 54 تا 52هاي  تمرين( )y cx f c  : جواب عمومي  

  .دست آوريم معادله، كافيست پوش جواب عمومي معادله را به) ايزوله(و براي تعيين جواب غيرعادي 

)فرم كلي هر معادله به: معادلة لاگرانژ) ب ) ( )y xg y f y  يك معادلة لاگرانژ است  .  

yجاي  در معادله به   :استراتژي حل    ،  متغيرz            را قرار داده و سپس از رابطة جديد نسبت به x  گيـريم و در       مشتق مي

  ).56 و 55 هاي تمرين(دست آورده و حل كنيم   را بهx خطي مرتبة اول برحسب ةكنيم تا يك معادل ادامه تلاش مي

  : معادلات مرتبة اول خاص

اين دسته از معادلات بيشتر از سـاير معـادلات خـاص در كنكـور مطـرح                 : حل معادله با ايدة ديفرانسيل كامل     ) فال

xكليـد اصـلي رسـيدن بـه چنـين ايـدة حلـي در يـك سـؤال ديـدن عبـاراتي ماننـد                        . شوند  مي dy y dx   يـا 

x dx y dy هاي ديفرانـسيل كامـل شـناخته شـده ماننـد            بايد فرم توجه كنيد كه شما عزيزان      .  است( )d xy ،

( )
x

d
y

،( )
y

d
x

) و يا )d x y2   . محاسبه كنيدآنها را سرعت بتوانيد   را در ذهن داشته باشيد و يا اينكه به2

xباراتبا مشاهدة ع  : استراتژي حـل   dy y dx يا x dx y dy  هـاي ديفرانـسيل    كنيم تا يكي از فرم ، تلاش مي

  . كنيمگيري معادله را حل  كامل را ايجاد كرده و سپس با انتگرال

 اول خطـي  ةپذير، كامل و يـا مرتب ـ      معمولاً بعد از اينكه مطمئن شديم كه معادلة داده شده، همگن، تفكيك            :توجـه 

  .)60 تا 58هاي  تمرين(كنيم  نيست، به اين ايده فكر مي
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,فـرم كلـي       هر معادله بـه   : لة مرتبة اول درجة دوم    معاد) ب , ,( ) ( ) ( )a x y y b x y y c x y   2
 يـك   0

  .  دوم استةمعادلة ديفرانسيل مرتبة اول درج

)ابتدا به كمك روش دلتا    : استراتژي حـل   )
b b ac

a

  2 4

2
،y      را برحـسب x   و y      دو  محاسـبه كـرده و بـه

كنـيم و درنهايـت دو    و در ادامه آنها را حـل مـي  ) اي هستند كه معمولاً معادلات ساده(رسيم    معادلة جديد مي  

  . )57تمرين  (كنيم را در هم ضرب ميدست آمده  بهجواب 

),فرم كلي   هر معادله به   : yصريح برحسب   معادلات  ) ج )y f x y   صريح برحسب    ة يك معادل y    بـا  ( اسـت

  ). گيرند توان فهميد كه معادلات كلرو و لاگرانژ در اين دسته قرار مي كمي دقت مي

yجاي  ابتدا به : استراتژي حل       در معادله، متغير z       امـه از  در اد. آوريـم  دست مـي     قرار داده و يك رابطة جديد به

 را zدسـت آمـده، پـارامتر     كنيم با حل معادلة جديـد بـه    گيريم و تلاش مي      مشتق مي  xرابطة جديد نسبت به     

 cجـوابي كـه شـامل پـارامتر ثابـت       . شود  در حل چنين معادلاتي معمولاً دو جواب حاصل مي        . كنيم  حذف مي 

  .)62 و 61هاي  تمرين( نامند است را جواب عمومي و جواب ديگر را جواب غيرعادي يا ايزوله مي

),فرم كلي   را به   توان آن   هر معادله كه به   :  xمعادلات صريح بر حسب     ) د )x f y y        بازنويسي كـرد را يـك 

  . ناميم  ميxمعادلة صريح برحسب 

yجاي  در معادله به  : استراتژي حل     متغير ،z       دست آمده نسبت به        را قرار داده و از رابطة بهx  گيـريم     مشتق مي

zدقت كنيد كه  ( y  .(  جاي  در ادامه بهdx    عبارت معادل آن يعني dy

z
كنـيم    دهيم و تلاش مي      را قرار مي   

  . )66 و 65هاي  تمرين(دست آوريم   را حذف كرده و جواب معادله را بهz جديد، متغير ةبا حل معادل

),فرم كلي  هر معادله به: yمعادلات فاقد ) هـ  )f x y  0 را معادلات فاقد yنامند  مي.  

  : سه حالت زير ممكن است رخ دهد)  نداريمyكه (در چنين معادلاتي  :استراتژي حل

a (بتوانy  را برحسب xت آورددس  به:   

)  ) 63تمرين ( )y g x dx ),جواب معادله: ∫ ) ( )f x y y g x  ⇒  ⇒0  

b (  بتوانx  را برحسب y     يعني( محاسبه كرد( )x h y  .(   جاي  در اين حالت، بهy   متغير جديد z  را قـرار 

dy، عبارت dxجاي  در ادامه به  . گيريم   مشتق مي  xاز طرفين نسبت به     داده و   

z
 را جايگذاري كـرده و تـلاش        

  ).64تمرين (ها حذف كنيم   را از جوابzكنيم معادلة جديد را حل كرده و متغير  مي

c (    صورت  اگر نتوان معادله را به( )y g x يا ( )x h y در چنين معادلاتي با انتخاب توابع .  بازنويسي كرد

y و xپارامتري مناسب براي      صورت   كنيم تا حاصل معادله را به       اي كه در معادله صدق كند، تلاش مي         گونه   به

  .پارامتري محاسبه كنيم

),فرم كلي ر معادله بهه:  xمعادلات فاقد ) و )f y y  0 فاقد xاست  .  

  :  در چنين معادلاتي نيز سه حالت زير ممكن است رخ دهد:استراتژي حل

a (صورت بتوان معادله را به( )y g y بازنويسي كرد  :  

)پذير معادلة تفكيك   ) ( )
( )

dy dy
y g y g y dx

dx g y
  ⇒  ⇒  ⇒  
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b ( صورت  دله را به  بتوان معا( )y h y   جـاي    در ايـن حالـت بـه       ، بازنويسي كردy     متغيـر z      را قـرار داده و 

dyدر ادامه با جايگذاري   . گيريم   مشتق مي  xسپس از رابطة جديد نسبت به       

z
دسـت    دلة به  در معا  dxجاي   به 

   ).67تمرين  (سادگي قابل حل است رسيم كه به پذير مي آمده، به يك معادلة تفكيك

c (    صـورت   اگر نتوانستيم معادله را به( )y g y   يـا ( )y h y              بازنويـسي كنـيم، بايـد بـا انتخـاب توابـع 

  . كنيمصورت پارامتري محاسبه  ، جواب معادله را به)ق كننداي كه در معادله صد گونه به(پارامتري مناسب 

 اول و يادآوري استراتژي حل هر كدام از آنها نوبت به يادآوري             ة انواع مختلف معادلات مرتب    ةبعد از مرور دوبار   

  : استيك دسته منحني زاويه و پوش  سه مفهوم هندسي مسيرهاي متعامد، مسيرهاي هم

a ( دهنـد و از شـما در مـورد     ضي از سؤالات ضابطة يك دسته منحني را به شـما مـي  در بع: مسيرهاي متعامد

هاي زير را بايد طي       براي حل چنين سؤالاتي گام    . كنند  ميآنها سؤال   ) قائم(هاي متعامد     خانوادة دسته منحني  

  : كنيم

دست آمـده و      ة به كنيم به كمك معادل      مشتق گرفته و تلاش مي     xابتدا از ضابطة داده شده نسبت به         :گام اول 

  . آوريم دست مي  را در بين آنها حذف كرده و يك معادلة ديفرانسيل بهcضابطة اوليه، پارامتر 

yجاي   در معادلة ديفرانسيل حاصل، به     :گام دوم   عبارت ،
y

 
 را قرار داده و يك معادلة ديفرانسيل جديـد          1

  . آوريم دست مي به

است موردنظر  هاي قائم      دسته منحني  ةجواب عمومي آن همان معادل    . كنيم   معادلة جديد را حل مي     :گام سوم 

  .)45 تا 43 هاي تمرين(

كنـيم فقـط در گـام        صورت قطبي بود، مطابق استراتژي بيان شده عمل مي          اگر معادلة دسته منحني به    : توجه

rجاي دوم به  ،عبارتr

r

 
2

  ). 46تمرين (دهيم   را قرار مي

b ( خواهند كه با دسته منحنـي داده         در چنين سؤالاتي از شما معادلة دسته منحني را مي         : زاويه  مسيرهاي هم

  ). زاويه هستند هممسيرهاي قائم حالت خاصي از مسيرهاي (باشند  داشته سؤال زاويةصورت در شده 

  : كنيم هاي زير را طي مي براي حل چنين مسائلي گام: استراتژي حل

   cگيري از رابطه و حذف پارامتر  مشتق:  ديفرانسيلةتشكيل معادل) الف

),صورت نوشتن معادله به) ب )y h x y    

  :زير و حل آنصورت  به ديفرانسيل جديد ةتشكيل معادل) ج

  )48 و 47اي ه تمرين(
,( )

,( )

h x y y
tan

y h x y
  1  

c (   را   دهنـد و سـپس پـوش آن         دسته منحنـي را مـي       در بعضي از سؤالات معادلة يك     : پوش يك دسته منحني

  : كنيم هاي زير را طي مي  براي حل چنين سؤالاتي گام.خواهند مي

  . گيريم  مشتق ميcاز معادلة دسته منحني داده شده، نسبت به  :گام اول
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دسـت    جواب به . كنيم  گيري حذف مي    دست آمده از مشتق      را از معادلة داده شده و رابطة به        cپارامتر   :گام دوم 

  ).51  تا49 هاي تمرين(آمده، همان پوش دسته منحني است 

ديفرانـسيل  يك معادلـة    نوع  خواهيم نحوة برخورد و تشخيص        بعد از مرور دوبارة كل فصل، در اين قسمت مي         

  : را با هم ياد بگيريممرتبة اول 

.  داده شده خطي مرتبة اول يا برنـولي اسـت يـا خيـر              ةتوان تشخيص داد كه معادل       معمولاً در نگاه اول مي     -1

  : فرم كلي اين دو معادله را در ذهن داشته باشيداست كه براي اين منظور لازم 

)   :معادلة خطي مرتبة اول  ) ( ) ( )a x y b x y c x    

)  :  nمرتبة  معادلة برنولي  ) ( ) ( ) na x y b x y c x y    

  : راحتي قابل تشخيص است همين ترتيب همگن بودن معادله نيز از ظاهر معادله به  به-2

),معادله همگن است   )y f x y    

  ,,( ) ( )M x y dx N x y dy 0  

  

)هر معادله به فرم  )
y

y f
x

 همگن است نيز  .  

)هر معادله به فرم كلي  )
ax by

y f
cx dy

  نيز همگن است  .  

پـذير بـودن معادلـه را بررسـي      هاي بيـان شـده نبـود، تفكيـك         يك از حالت     اگر ظاهر معادله شبيه به هيچ      -3

  . پذير است  را از هم جدا كنيم، معادله تفكيكy و xهاي شامل  اگر توانستيم عبارت. كنيم مي

)ي به فرم   معادلات :دقت  )y f ax by c       بـا تغييرمتغيـر u ax by c    پـذير   دلـة تفكيـك  معا بـه

  . شوند تبديل مي

)كنيم كه معادلات بـه فـرم        يادآوري مي  )
ax by e

y f
cx dx f

                   نيـز قابـل تبـديل بـه معـادلات همگـن يـا 

  . پذير هستند تفكيك

ادلـه را بـا محاسـبة    در مرحلة بعد كامل بـودن مع   - 4
y

Mو 
x

N  توجـه كنيـد كـه اگـر در     (كنـيم    بررسـي مـي

ــه yمعادلــ ــتيم ــه  ، داشــ ــد بــ ــدا بايــ ــاي آن  ابتــ dyجــ

dx
ــرم    ــه فــ ــه را بــ ــته و معادلــ  نوشــ

, ,( ) ( )M x y dx N x y dy 0ويسي كنيم بازن(.  

اگر معادله كامل هم نبود، بلافاصله     
y x

M N      سـاز    كنيم كه آيـا عامـل انتگـرال          را تشكيل داده و بررسي مي

كامـل    ساز و ضرب آن، معادله را به يك معادلـة   و در ادامه با تشكيل عامل انتگرالy است يا   xمعادله تابعي از    

  . كنيم روش معادلة كامل حل ميرا به  تبديل كرده و سپس آن

x وxكنيم تا با نوشتن معادله براسـاس        هاي فوق به نتيجه نرسيد، تلاش مي        يك از روش     اگر هيچ  -5   خطـي 

yجـاي   كافي اسـت بـه    ( را امتحان كنيم     xيا برنولي بودن معادله براساس       ،
x 
 را قـرار دهيـد و سـپس         1

  ). معادله را ساده كنيد

),اگر )f x yعي همگن باشد تاب 

  اگر تمام جملات هر دو هم درجه باشند⇒.معادله همگن است
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هــايي  توانيــد عبــارت  خطــي يــا برنــولي نبــود، بــه احتمــال زيــاد در معادلــه مــيx اگــر معادلــه براســاس -6

xمانند dy y dx يا x dx y dy   هـا    ن عبـارت  همانطور كه قبلاً هم اشـاره شـد، اي ـ        .  را مشاهده كنيد

  . اي براي استفاده از ايدة ديفرانسيل كامل هستند نشانه

در چنين حالاتي كافي است كه بتوانيد عبارت ديفرانسيل كامل را تشكيل دهيد و بقيه عبـارات را نيـز سـاده                      

  . كنيد

 و xفاقـد  ت حل معـادلا هاي     توانيد از روش     ندارد، مي  y يا   x اگر با مشاهدة معادله متوجه شديد كه معادله          -7

  .  معادله را حل كنيدyفاقد يا 

  : توانند شما را راهنمايي كنند ها نيز مي  در بسياري از موارد، گزينه:توجه

xها براساس اگر گزينه) الف

y
y يا

x
   .، معمولاً معادلة داده شده همگن و يا ديفرانسيل كامل استد بودن

),صورت  ها به   اگر گزينه ) ب )f x y c      باشند، معمولاً معادلة داده شده يا كامل اسـت و يـا بـا ضـرب عامـل 

  . پذير است شود و يا تفكيك ساز كامل مي انتگرال

xهـا عبـارت خاصـي ماننـد         اگر در همة گزينه   ) ج y،x

y

،x y2 وجـود داشـت، يـا بايـد از ايـدة           ...  و   2

  .  كامل استفاده كنيد و يا اينكه ابتدا بايد يك تغييرمتغير مناسب را انتخاب كنيدلديفرانسي
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y ديفرانسيلةدر معادل -1 x   8 1 ) با شرط اوليه  0 )y 2 xهچ چنان4   )88آزاد  -برق (  :  برابر است باy آنگاه ، باشد3

1 (17  2 (17-  3 (34  4 (34-  

yyةمعادل -2 x sec y  2 83آزاد  -ژئوفيزيك (  .   را حل كنيد( 

1(x y sin x cos x c  2
  2(y y cos y cos x c  2

  

3(x y sin x c 2
    4(x y sin y cos y c  2

  

y ديفرانسيلةمعادل - 3 sin x   2 1 ) با شرط0 )y 0 x درyمقدار  .  مفروض است2  86آزاد  -برق (   كدام است؟( 

1( 2  2( 2  3( 2  4(2  

y ديفرانسيلةمعادل -4
y x e

  2
 )86آزاد  -ژئوفيزيك (  .   را حل كنيد 3

1(
x

y

x c

 


2

3

3
   2(

x c
y

x c

 


2

2
  3(( )y x c  31

3
  4(

x
y c

x

  
2

1
  

)رانسيل  ديفةمنحني جواب معادل  -5 ) ( )x dy x y d x   2
1 2 1  )89 -فلسفه علم (    داراي چند مجانب است؟  0

  دو مجانب قائم) 2    فقط يك مجانب افقي  )1

  دو مجانب افقي و يك مجانب قائم) 4  دو مجانب قائم و يك مجانب افقي) 3

ةمعادل -6
dy

x y xy
d x

   1 85آزاد  -علوم دريايي (  .    را حل كنيد(  

1(( )y x c   
3

23 1 1  2(( )y x c   
2

3
1

1 1
3

  

3(( )x y c   
3

23 1 1  4(( ) ( )y x c   
2

2 33 1 1  
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