
از آنجاکه درس ریاضی عمومی 1 و 2 یکی از سرفصل های اصلی آزمون های ورودی کارشناسی 
یک  قبل  سال های  در  بالا  نمره  کسب  اگر  است،  مهندسی  فنی  رشته های  دکتری  و  ارشد 
مزیت محسوب می شد، در حال حاضر یک ضرورت است. با توجه به افزایش رقابت بین 
داوطلبان برای ورود به دانشگاه های برتر کشور، نه تنها لازم است که سرمایه گذاری کافی از 
لحاظ زمانی برای کسب موفقیت در این رقابت انجام شود، بلکه انتخاب راهبرد مناسب در 
نوع مطالعه و انتخاب مطالبی که خوانده می شوند، از آن مهمتر است. پس در حال حاضر 

مطالعه هدفمند و استفاده از زمان اهمیت زیادی دارد. 
اکثر داوطلبان متقاضی ورود به مقطع کارشناسی ارشد و دکتری به دلایلی همچون اشتغال، 
تعداد زیاد مواد امتحانی، دانشجو بودن و غیره، زمان بسیار محدودی دارند. تلاش ما در 
نگارش این کتاب کاهش زمان مطالعه داوطلب و همچنین آموزش بهینه نکات و تست های 
درس ریاضی عمومی 1 و 2 بوده است. این کتاب با رویکرد پوشش تمامی نکات ریاضی 
عمومی 2 در قالب 300 تست منتخب از سؤالات آزمون های سال های اخیر نگارش شده 
است، که 150 تست آن بیانگر نکته خاصی است و 150 تست بعدی، تکمیل کننده تست 

اول هستند و برای تثبیت یادگیری تست ها، تمرین خوبی محسوب می شوند. 
در ابتدای هر فصل یک نمودار درختی از مفاهیم آن آورده شده، که پیشنهاد می شود برای 
ایجاد چارچوب ذهنی مناسب، با دقت مطالعه شود. سپس با شروع فصل  تیترهای اصلی 
براساس این نمودار درختی معرفی شده اند و برای هر قسمت یک معرفی کوتاه آمده است 
و در ادامه، تست الگو )تستی که نکته بعد از خود را معرفی می کند و با شماره فرد و تیتر 
آبی نشان داده شده( با پاسخ کاملًا تشریحی آمده است، بعد نکته تست بیان می شود و سپس 
تست با شماره زوج و تیتر مشکی می آید که برای تثبیت تست قبلی و نکته مربوط به آن 
است و پاسخ مربوط به آن لزوماً تشریحی نیست و در حدی است که خواننده را برای حل 
سؤال راهنمایی کند )هر چند در آن سوالاتی که احتمال داده شده که نکته ای در حل داشته 

باشد و خواننده ممکن است با آن برخورد کند، پاسخ تست تشریح شده است(. 
پیشنهاد می شود پیش از مطالعه تست ها و نکات این کتاب، پیش زمینه ای در مفاهیم اساسی 

با مطالعه کتاب های درسی ایجاد کنید و از این کتاب برای جمع بندی استفاده شود. 
در صورتی که در مطالعه کتاب با مشکلی برخورد کردید یا پیشنهادی در رابطه با بهبود روند 

کتاب دارید، می توانید از یکی راه های زیر با مؤلف یا ناشر در ارتباط باشید: 
www.serieomomi.ir :سایت انتشارات سری عمومی

www.shokrzad.com :سایت شخصی مؤلف
در آخر از زحمات تمامی دوستانی که دلسوزانه در نگارش این کتاب کمک رساندند، از 
و  معافی  حامد  مهندس  شکرزاد،  محمد  مهندس  فرقانی،  دکتر  آهنگر،  دکتر  آقایان  جمله 
سرکار خانم نجفی صمیمانه تشکر داشته و این کتاب را به پدر و مادر عزیزم تقدیم می کنم. 

رضا شکرزاد 

ءمقدمه و راهنمای مطالعه اين کتاب: 
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yمقدارانتگرال

x
e dy dx∫ ∫

21 1

0
  )94 ـ MBA(  كدام است؟  

1(( )e 
1

1
2

   2(( )e 
1

1
2

  3(e
1

2
  4(e   

  

 به دليل پيچيدگي تابع تحت انتگرال نسبت به المان داخلي از تعويض ترتيب ، مشابه تست قبل:راهنمايي 

  :رسيم ميراحل به انتگرال زير كنيم كه با طي كردن م استفاده مي

  ( )
y y yI e dx dy ye dy e   ∫ ∫ ∫

2 21 1

0 0 0

1
1

2
   

  .صحيح است) 1(گزينة 

  انتگرال دوگانه در دستگاه قطبی) ب

  

 انتگرال دوگانةمقدار 
R

sin x y
dA

x y




∫∫

2 2

2 2

)}, روي ناحية  ) | }R x y x y
 

  
2 2

2 2

16 9
     كدام است؟ 

1( 2

2
  2(( ) 2 1  3(( ) 2 1  4(( ) 2 1

2
    

  

) عبارتگيري تحت انتگرال و در ناحيه انتگرالدر تابع چون  :حل  )x y2  قطبي تبديل ظاهر شده است، از 2

  : كنيم  استفاده ميلبراي حل انتگرا

  
½oÄHj »j ¸ÃM ÁIñÎ

r r

       ⇒     
2 2

2
0 2

16 9 4 3
  Rناحيه  : 

  ( ) ( ) ( )
ÂLõ¤ ®ÄkLU

r

sinr
I r dr d cos r

r








    

        ∫ ∫
3

2
3

0

4

4

1 2
2 2 2 1

2 2
  

  .صحيح است) 3(گزينة 

  

)گيري، عامل انتگرال يا در ناحيه انتگرالتحت در تابع در انتگرال دوگانه، هرگاه  )x y2 2
ظاهر شود،  

  .كنيمبراي حل انتگرال مورد نظر انتخاب روش قطبي را بهتر است كه 

  :هاي زير را داريم ي به قطبي جايگذاريدر تبديل دكارت

   

r

 
  ⎧

⎨  ⎩

0

0 2
3كل فضايحدود  :

�,dA rdrd: گيري المان انتگرال,

x r cos

y r sin

x y r









 

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

2 2 2

   تابع تحت انتگرال: 

كنيم، اولين قسمتي كه وارد  از مبدأ به سمت بيرون رسم مي) لمحاشعاع (يك فلش  :rتعيين حدود

  .است rشويم كران بالاي و آخرين قسمتي كه از ناحيه خارج مي r كران پائين،شويم ناحيه مي

كران (كنيم تا وارد ناحيه شويم  ها در جهت مثلثاتي حركت ميxاز راستاي مثبت محور :تعيين حدود

  ).كران بالا(و در نهايت از ناحيه خارج شويم ) پائين

)93 - فلسفه علم (
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ــد  ــرض كنيـ ــرهAفـ ــشي از درون دايـ x بخـ y 2 2
ــه4 ــت كـ x اسـ  y و0  ــرال، م0 ــدار انتگـ  قـ

( )
( )

x y

A

x y e
I dA

x y





∫∫

2 2

2 2

 )93 -شيمي نساجي (   كدام است؟ 

1(e 4
2 1  2(e 4

2 1   3(
( )e 4

2 1

2
   4(e 4

1  

  

xجمله چون :راهنمايي  y2 2
   .كنيم براي حل آن استفاده مياز روش قطبي  ، شده استدر انتگرال ظاهر 

  
( )

r

r

r cos r sin e
I r dr d

r




   


 ∫ ∫

2

2
2

0 0
  

  ( ( ) )( )
r

cos sin d re dr


   ∫ ∫

22
2

0 0
  

  ( ) ( )( )( )( )r

r

sin cos e e e



 


     
2

2

2 4 4

0
0

1 1
2 1 1

2 2
  

  .صحيح است) 4(گزينة 

  

) انتگرالمقدار )
x

x

x y dy dx



⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ 2

1
1

2 2 2

0
 )85 -عمران (   برابر با چيست؟  

1(2 1  2(2 2 1  3(2 1  4(2 2 2  
  

) عاملدليل ظاهر شدن  به:حل  )x y2   . كنيم  از تبديل قطبي براي حل انتگرال استفاده مي، تحت انتگرال2

  ( )

sin

cos

r
I r r dr d




 


  ∫ ∫
2

1

24 2

0 0
  

  
sin

I d
coscos




     ⇒  ∫

44

20

0

1
2 1  

  .صحيح است) 3(گزينة 

  

  

مقدار انتگرال

R

dx dy

x y 
∫∫ 2 2

1

x,ناحيه Rكه در آن   y y  2 2
1  )94 ـ معدن(  است، كدام است؟ 0

1(ln 2  2(ln


2
2

  3(

2

  4(  

  

)ها است وxدايره بالاي محور كه ناحيه نيم با توجه به اين :راهنمايي  )x y2 تحت انتگرال ظاهر   در تابع2

  :كنيم  از تبديل قطبي استفاده مي،شده

  ( )( )
r dr d rdr

I d ln

r r

    
 

∫ ∫ ∫ ∫
1 1

2 20 0 0 0
2

21 1

   

  .صحيح است) 2(گزينة 
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)انتگرال )x y
e dy dx
 

∫ ∫
2 21 1

0 0
 )84فلسفه علم ـ (  است؟ برابر كدام انتگرال قطبي زير   

1(
r

e dr d




∫ ∫
21

2
0 0

    2(
re r dr d




∫ ∫
21

2
0 0

  

3(
sec r

e r dr d

  
∫ ∫

2

2
0 0

  4(
sec r

e r dr d

  
∫ ∫

2

4
0 0

2   

  .كنيم است، ناحيه را به دو بخش منظم تقسيم مينامنظم  rي چون ناحيه در راستا:حل 

], بازهدر تابع تحت انتگرال، انتگرال y وxهمچنين به دليل تقارن ناحيه و هم رفتاري ]


0
4

كنيم  را حساب مي 

  .كنيم اصل را دو برابر ميو ح

  

  

  

  

  

.

?

´Äk{¾ÃeIº jnH» ¾±�IÎ°M ,®¶IeÌI÷{´wn IM

pH.́ Äk{ZnIi¾ÃeIº pH ôi

r

xr x r cos r sec

cos

 



    

⎧
⎪
⎨
⎪ ⇒ ⇒ ⇒⎩

1

2 2

0

1
11 1

   rحدود:  

  

.

?

´Äk{¾ÃeIº jnH» ¾±�IÎ°M ,ÂUIX±X¶S¿] nj¢ÎHÁITwHn pHS¨oeIM

pH.́ Äk{ZnIi¾ÃeIº pH ôiy xy x r cos r cos



   



   

⎧
⎪
⎨
⎪ ⇒ ⇒ ⇒⎩

1

2 2

0

4

   حدود:  

  
sec r

r

I e r dr d




 
  ∫ ∫

2
4

0 0
2   

  .صحيح است) 4(گزينة 

  

),,انتگرال ) ( )
sec csc

f r cos r sin r dr d f r cos r sin r dr d

  
     ∫ ∫ ∫ ∫24

0 0 0

4

دام برابر با ك   

 )94مواد ـ (        است؟

1(,( )
y
f x y dx dy∫ ∫

1

0 0
  2(,( )f x y dx dy∫ ∫

1 1

0 0
  

3(,( )
x

f x y dy dx∫ ∫
1

0 0
  4(,( )

x

f x y dy dx∫ ∫
1 1

0
   

  

دقيقاً عكس تست قبل كنيد  مطلوب سؤال تبديل يك انتگرال قطبي به دكارتي است كه اگر دقت :راهنمايي 

  .كند  را معرفي مياست و همان ناحيه

  .صحيح است) 2(گزينة 
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,

x ar cosx y
r dA abr dr d

y br sina b







  


⎧
⇒ ⎨

⎩

2 2

2

2 2

  

)ميانگين تابع )z sin x y 2 2

x در قسمتي از دايره واحد y 2 2
  : واقع در ربع دوم صفحه مختصات عبارت است از1

1(cos1 1  2(
( )cos 1 1

2
  3(sin1 1  4(

( )sin 1 1

4
 )91 -نساجي (  

  :حل 

  

( )

D

D

D

sin r r dr dz dA

z
SdA


 


∫ ∫∫∫

∫∫

1 2

0

2
   

( )( ) ( )( )
½oÄHj ÍMn SeIv¶

d r sinr dr cos r

z cos










   
∫ ∫

1
1 2 2

0

02

1

2 2

1 1
1

44

  

  . صحيح است) 1(گزينه 

 
)عبارتدوگانه، اگر در يك انتگرال  )

x y

a b


2 2

2 2
ظاهر گيري  انتگرالتحت انتگرال يا در ناحيه   در تابع

لازم كنيم، كه در آن تبديلات   استفاده مي)شبه قطبي يا( بيضيتبديل قطبي به نام تبديل از روشي مشابه شود، 
  :به صورت زير است

     

  

مقدار انتگرال

D

I x dx dy ∫∫
2

ناحيه محصور به بيضي    D، كه در آن 
yx

a b
 

22

2 2
 )80عمران ـ (   كدام است؟ 1

1(
a 2

4
  2(

a b 3

4
  3(

a b 2

4
  4(

a 2

4
   

)با توجه به ظاهر شدن :راهنمايي  )
x y

a b


2 2

2 2
  : داريم گيري، با كمك روش بيضي، در ناحيه انتگرال 

  ( )( )
r

I a r cos abr dr d a b cos d r dr a b
 





      ∫ ∫ ∫ ∫
2 1 2 12 2 2 3 2 3 3

0 0 0 0

1

4

4������� �����

   

xتوجه شود كه چون y

a b
 

2 2

2 2
rپس ،1 1 پس،است و چون يك بيضي كامل داريم   0   .است 2

  . صحيح است) 2(گزينه 

  ر برای حل انتگرال دوگانهيرمتغييروش تغ) ج

  

)حاصل انتگرال  )x y dxdy∫∫
2 xهـاي    در ناحيـه محـدود بـه منحنـي         2 y 2 2

1،x y 2 2
9  ،xy  2 

xyو   )90 -برداري  نقشهعمران (   كدام است؟  4

1 (1  2 (2  3 (4  4 (8  
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  .كنيم رها، نظم ندارد، از روش تغييرمتغير استفاده ميكدام از محو اينكه ناحيه در راستاي هيچ با توجه به :حل 

  
xy

v xy v
    2 4

2 4          ,           
x y

u x y u
      

2 2
1 92 2

1 9  

   .كنيم محاسبه مي را v و u به y و xتبديل دستگاه ژاكوبين 

  
,( ) ( )
,( )

J
u v u u x y x y x y
x y x y y x

v v

x y

    
    

  
 
 

2 2 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

  

  .( ) ( )
( )

oÃûT¶ oÃÃûU

D

I x y dx dy x y du dv
x y

  


∫∫ ∫ ∫
4 92 2 2 2

2 22 1

1

2

  

  ( )( ) ( )( )du dv dv du   ∫ ∫ ∫ ∫
4 9 4 9

2 1 2 1

1 1 1
2 8 8

2 2 2
  

  

  

  :كنيم متغير استفاده ميتغيير از روش توان  هاي زير مي حالتدر 

) عبارتكدام از متغيرهايش منظم نباشد و گيري در راستاي هيچ  اگر ناحيه انتگرال)الف )x y2 2
ظاهر  

  .نشده باشد

  .اش از بين نرود چيدگينيز پيالمان  اگر تابع تحت انتگرال با تعويض ترتيب )ب

  :شوند توابعي شبيه توابع زير ظاهر ميطور معمول  بهنكته قبل » ب«در حالت 

x

x ye 
)  يا    )x y x y 2  يا  ( )

−IX¶ x y
sin

x y




   

  :به صورت زير استتغييرمتغير مراحل محاسبات در روش 

),متغير جديدبه تابع تحت انتگرال و معادله مرزهاي آن، دو با توجه  :گام اول )u u x yو ,( )v v x y 

  .كنيم را انتخاب مي

  : كنيم صورت زير محاسبه مي به را v و u به دستگاه y و xتبديل دستگاه ژاكوبين  :گام دوم

  
,( )

| |
,, ( )( )
,( )

.́ Än»AïÂ¶Swjï¾M Hn
x y

J J
u vu v u u
x y x y

v v

x y

  


⇒  
  

 
 

11
  

  

), مشتق متغيرهاي قديمي،بيندر واقع ژاكو )x yنسبت به متغيرهاي جديد ,( )u v است، ولي چون 

 از معكوس مشتق متغيرهاي جديد به ، داريمy و x را برحسب v و u ما ،ها معمولاً در صورت سؤال

  . كنيم قديمي استفاده مي

   .)v و uيعني (متغيرهاي جديد بازنويسي مرزها برحسب  :گام سوم

رسيم كه با   ميv و uتر در فضاي جديد  پس از انجام روند فوق، به يك انتگرال نسبتاً ساده :گام چهارم

  . توان آن را حل كرد هاي قبلي مي تكنيك

 x نسبت به uمشتق 

 x نسبت به vمشتق

 y نسبت به uمشتق 

 y نسبت بهvمشتق

. استصحيح) 4(گزينة 
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 مقدار انتگرال

| | | |

x y

x y a

e dx dy


 
 )88 -برداري  نقشهعمران (   برابر با چيست؟  ∫∫

1(a sinha  2(a sinha2  3(a sinha4  4(a sinha
1

2
  

  

توانيم تغييرمتغيرهاي زير را براساس  رسيم كه مي اي نامنظم مي به ناحيهگيري  ناحية انتگرالبا رسم  :راهنمايي 

  . ناحيه انتخاب كنيمهاي كران

 

,

,
| | | |

,

,

x y a x y

y
x y a

x y a x y

x y a x y

x y a x

 

  
 

  

 

⎧
⎪ ⎪

⇒ ⇒⎨ ⎪
⎪  ⎩


0

0 0

0

0 0

  

  

  : توان از ايدة تغييرمتغير در حالت كلي استفاده كرد با توجه به تابع تحت انتگرال و تكرار مرزها مي

  
IÀoÃûT¶ oÃÃûU

a x y a

a x y a

u x y a u a

v x y a v a

   

   

  

  

⎧   ⎪ ⎨
⎪   ⎩

  

  | |J dx dy J du dv dudv
u u

x y

v v

x y

     ⇒

 
 
 
 



1 1 1 1

2 21 1

1 1

  

  

oÃûT¶ oÃÃûU a a u

a a

e du dv  ∫ ∫
1

2
   ⇒ انتگرال داده شده

  ( ) ( )( )( )
a a

a a u u a a

a a
a a

dv e du v e a e e a sinha


   
     ∫ ∫
1 1 1

2 2
2 2 2

  

  .صحيح است) 2(گزينة 

  

)مقدار انتگرال )
x x y
cos dydx

x y

 
∫ ∫

1 1

0 0
 )87عمران ـ (  :برابر است با 

1(sin1  2(sin
3

1
2

  3(sin
1

1
2

  4(sin2 1   

  :ر متغيرهاي زير داريمبا انتخاب تغيي :حل 

  | |
,( )
,( )

u x y
J

u vv x y
x y

 
  

  

⎧
⇒⎨ ⎩



1 1 1

21 1

1 1

   

  

oÃûT¶ po¶ Á»n
y x x y

x

  ⎧⎪   
⎨
 ⎪⎩

0 1 1

0 1

   هاي فعلي كران: 
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  :

x u v

y u v

x y v

  

 



⇒⎧
⎪

⇒⎨
⎪   ⇒  ⎩

0

0

0 1 0 1

  ⇒هاي جديد روي مرزها كران

  ( ) ( )
v

v u v

u
I cos du dv

v  ∫ ∫
1

0

1

2
   

  

  :زوج است، داريم uتقارن است و تابع تحت انتگرال نسبت بهم uچون ناحيه نسبت به

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
v

v u u
I cos du dv v sin dv sin vdv sin

v v
   ∫ ∫ ∫ ∫

1 1 1

0 0 0 0

0

2
1 1

1 1
2 2

   

  .صحيح است) 3(گزينة 

 
  .كنيم ناحيه قبلي حركت مي مرزهايتك  جهت تعيين حدود انتگرال جديد در روش تغييرمتغير، روي تك

  

  

)مقدار انتگرال )
x

x y y x dy dx


 ∫ ∫
1 1

2

0 0
 )86برداري ـ  نقشه(  برابر با چيست؟  2

1(
4

9
  2(

2

3
  3(

2

9
  4(

3

4
   

  

 با انتخاب:راهنمايي 
u x y

v y x

 

 
⎧
⎨
⎩ 2

| حاصل ژاكوبين تبديل، |J 
1

3
روي مرزهاي فعلي شود و با حركت  مي 

  .خواهد بودبه صورت زير هاي جديد  تبديل كران

  

,

,

( ) ( )

u y v y

uu x v x

u v u

u x y

x v u

y v u I u v dv du

x y u

 

 
 

 

 

    



⎧
⎪
⎪  ⇒⎨
⎪
⎪     ⎩

∫ ∫
12 2

0 2

0

1 2
0 2

3 9

0 1 0 1

   

  .صحيح است) 3(گزينة 

  

)},اگر ) : }D x y x xy y   2 2 2
) مقدار انتگرال دوگانـة    �2 )

D

x xy y dA ∫∫
2  بـا   D روي ناحيـة     2

تبديل  

x u v

y u v

 

 

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

2
2

3

2
2

3

 )89 -فلسفه علم (  :  برابر است با

1(
4
3

  2(
4
3

  3(
2
3

  4(
2

3

  

  

| |J

| |J

تقارن
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  : يدآ دست مي ر بهصورت زي ژاكوبين تبديل مورد نظر به. كنيم  به پيشنهاد خود سؤال از روش تغييرمتغير استفاده مي:حل 

  
( , )

| |
( , )

½I«Twj ®ÄkLU ¸ÃM¼¨ Hr

x x

x y u v
J

u v y y

u v


   

 
     

 

2
2

3 4

32
2

3

  

  . كنند صورت زير تغيير پيدا مي تابع تحت انتگرال و ناحيه به ،شدهداده تغييرمتغيرهاي جايگذاري با 

  ( ) ( )( ) ( )x xy y u v u v u v u v u v          2 2 2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 2

3 3 3 3
  

  :
kÄk] ¾ÃeIº

ÌI÷{¾M ÁHï½oÄHj ôÃd¶ Á»n » ®iHju v u v D   ⇒  ⇒ 2 2 2 2
2 2 2 1 1  

  ( ) ( ) .
r

u v

I u v dudv r r dr d


  
 

  ∫∫ ∫ ∫
2 2

2 12 2 2

0 0

1

4 8
2 2

3 3

ÂLõ¤ ®ÄkLU
  

  ( )( ) ( )( )d r dr
    ∫ ∫

2 1 3

0 0

8 8 1 4
2

43 3 3

  

  .صحيح است) 1(گزينة 

  

,,الاضــلاع بــا رئــوس   يــك متــوازي  Rاگــر , , ,, ,( ) ( ) ( ) ( )3 0 2 1 1 1 0 باشــد، حاصــل انتگــرال    0

( )
( )

x y

R

x y e dA
∫∫

2
 )94عمران ـ (  كدام است؟ 2

1(( )e 3
1

1
3

  2(( )e 33 1  3(( )e 3
1

1
9

  4(( )e 39 1   

uهاي با انتخاب تغييرمتغير:راهنمايي  x y 2 وv x y آيد، دست مي  به| |J 
1

3
  : داريم و

  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )
v vu

I u e du dv e e   ⇒ ∫ ∫
3 33

3 3 2 3

0 0

0 0

1 1
3 1

3 3 3
    

  .صحيح است) 2(گزينة 

  رکز جرم جسم دوبعدیگشتاورها و م) د

  

گشتاور ماند سطح بيضي    
x acos t

y b sin t





⎧
⎨
⎩

 )86ژئوفيزيك ـ (  : ها برابر است باyحول محور    

1(
ab
3

  2(
a b 2 2

4
  3(

a b 3

4
  4(

a b 2 2

8
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كنيم، كه چون در   از فرمول زير استفاده ميoyحول ) گشتاور مرتبه دوم(ه گشتاور ماند براي محاسب :حل 

)،اي به چگالي نشده صورت سؤال اشاره ) 1گيريم  در نظر مي .  

  
a b


3

4
)178حل تست  , )

1 ÌI÷{ ¾M ÂñÃM
y

D

I x x y dA x dA  ∫∫ ∫∫
2 2

   oyند حولگشتاور ما: 

  .صحيح است) 3(گزينة 

  

)ي نازك فلزي و چگالي سطحي در هر نقطه از آن سطح يك ورقه Dاگر , )x y گاه باشد، آن:   

  ,( )

D

M x y dA    Dي جرم ورقه:  ∫∫

  

,,( ) ( )

,
, ,( ) ( )

yD D x

D D

x x y dA y x y dA
M M

x y
M Mx y dA x y dA

 

 
   
∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫
  مركز جرم ورقه : 

كه در اين روابط
y

M گشتاور اول نسبت به محور y ها و
x

M گشتاور اول نسبت به محورxهاست.  

   ,( )x

D

I y x y dA ∫∫
2

 )ممان اينرسي(گشتاور ماند :  oxحول : 

 

,( )y

D

I x x y dA ∫∫
2

  oyحول :  

  ,( ) ( )o

D

I x y x y dA ∫∫
2 2

  حول مبدأ:  

  

).گيريم اگر در سؤالي چگالي داده نشود، آن را يك در نظر مي ) 1   

  

yدايره  گشتاور سطح نيم   a x 2 2
yنسبت به خط   a  چند برابرa

3
 )88ژئوفيزيك ـ (  ؟است 

1(



1

3 2
  2(1

3
  3(




2

3 2
  4(2

3
   

yگشتاور حول :راهنمايي  a  گشتاور حولمعادل y 0 افقي يعني محور x هاست كه با
x

M نشان 

و از رابطهدهيم  مي
D

y dA∫∫ آيد به دست مي.  

  ( ) ( )
a

y a Dr
D D D

M y a dA ydA a dA r sin r dr d aS

         ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫

0 0

   

  ( )a a a

 
   3 3 3

2

2 2

3 3 2
   

  .صحيح است) 3(گزينة 

  

y,مركز جرم ناحيه  a 0 xو 0 y a 2 2 2
 )84سيستم ـ (  كدام است؟ 

1(,( )
a

0
2

  2(,( )
a


4

0
3

  3(,( )
a


4

0
3

  4(,( )
a a

 
2 2

3 3
   

1
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 ها متقارن است y است كه چون نسبت به محور aها با شعاعxدايره بالاي محور ناحيه موردنظر يك نيم :حل 

( )x 0 خواهد بود و براي محاسبهyداريم  :  

  

,( )

, ,( ( ) )
,( )

Dx

D

y x y dA
M

y x y
M x y dA





  

∫∫

∫∫
1  

  

( )( ) ( )( )ÂLõ¤ ®ÄkLU
a a

r

D

D

a
r sin r dr d sin d r dr a

y
SdA

a

 
    



    
∫ ∫ ∫ ∫

∫∫

3

2

0 0 0 0

2

2
43

31

2

   

),، a به شعاع دايره نيم) مركز جرم(پس مركز هندسي  )
a

G 
4

0
3

  .است 

  .صحيح است) 2(گزينة 

 
   زير را به خاطر بسپاريد نواحي مركز هندسي

     

a
x

G
b

y









4

3

4

3

  

a
x

G
a

y









4

3

4

3

  

x

G a
y 





0

4

3

  

  

xربع قرص  Dميانگين فاصله نقاط ناحيه    y r 2 2 2

xتا خط مختصات  واقع در ربع اول صفحه       0 y  ، كـدام   0

 )94مكانيك ـ (      ؟است

1(
r


0

2 2

3
  2(

r


0

4

3
  3(

r


0

4 2

3
  4(

r


0

8

3
     

  

)را به فرم كلي Dنقطه دلخواه درون ناحيههر  :راهنمايي  , )x y كنيم كه فاصله آن تا  تعريف مي

yخط x 0 را,( )h x y اميم و هدف محاسبه متوسطن ميd است.  

  
,

| |
, ,( ) ( )

−»H ÍMn

x y

x y x y
h x y h x y

 
 




02 2 21 1

)فاصله نقطه :  , )x y تا خطx y 0   

  

,( ) ( )

,( )

r

D D

D

D

x y
h x y dA dA r cos r sin r dr d

r
h x y

SdA
r


  







   
∫∫ ∫∫ ∫ ∫

∫∫

0

2
0 0

0

2

0

1

2 4 22

31

4

   

  

  .صحيح است) 3(گزينة 
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 مساحت ربع دايره


